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Untersuchungen tiber den Mechanismus der elektrischen 
Leitfahigkeit des grauen Zinns 
von G. Buseh und J. Wieland (ETH., Ziirich). 
(12. VIII. 1953.) 


1, Einleitung. 


Die Stellung des Zinns im periodischen System lisst die Ver- 
mutung naheliegen, dass die stabile Tieftemperaturmodifikation, die 
in einem Diamantgitter kristallisiert, gleich wie Germanium, Sili- 
zium und Diamant ein Halbleiter sei. Schon in friihern Arbeiten, 
die mehr vorliufigen Charakter trugen, zeigten wir, dass Messungen 
der Temperaturabhingigkeit der elektrischen Leitfahigkeit, der 
Hallkonstanten und der magnetischen Widerstandsiinderung unsere 
Ansicht bestiitigten!). 

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die vorliegenden Ergebnisse im Sinne 
der bestehenden Theorie so weit als méglich zu interpretieren. Durch 
die Wahl eines geeigneten Modells wird es ausserdem méglich, den 
absoluten Wert der elektrischen Leitfihigkeit zu bestimmen, trotz- 
dem das graue Zinn bis heute nur als feinkérniges Pulver dargestellt 
werden kann. 


2. Darstellung des grauen Zinns. 


Bei der Herstellung der «-Sn-Proben folgten wir im wesentlichen 
dem schon friiher angegebenen Verfahren?). 

Ausgehend von spektroskopisch reinem Zinn der Johnson und 
Matthey Ltd., London, gelangten wir durch Hinzugabe klemer Men- 
gen anderer Metalle zu Stammlegierungen, die anschliessend ver- 
diinnt wurden. Die durch Schmelzen gewonnenen Stabchen setzten 
wir fiir einige Zeit Temperaturen zwischen —40°C und —80°C aus 
und warteten die Umwandlung in «-Sn ab. 

Die notwendige Dauer der Kaltebehandlung hingt, wie dies schon 
von Couen und Mitarbeitern angegeben wurde, stark von der Art 
der zulegierten Metalle ab und zeigt fiir Aluminium ein ausge- 
pragtes Minimum?). Dagegen zeigten die Legierungen mit mehr als 


1) G. Buscn, J. Wretanp und H. Zotuer, Helv. Phys. Acta 23, 528 (1950); 
24, 49 (1951) (in der Folge als BWZ. zitiert), 

2) BWZ., loc. cit. 

3) Vgl. Literaturangaben in BW2Z., loc. cit. 
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0,02 Gew.°% Bi auch nach drei Jahren noch nicht die geringste Spur 
einer Umwandlung?). Die hier untersuchten Zinnlegierungen ent- 
halten die folgenden Konzentrationen fremder Metallatome: 





Sn—JM II Leg. Nr. Al 21 Al 22 Al 23 Al 24 
Al Al-Atome/em? 6,4°1018 1,15-10!9 2,56-101!9| 6,4-1019 
Sn—JM III Leg. Nr. Al 31 Al 32 Al 33 Al 34 


ae 
Al Al-Atome/em? 4,0-1017 1,6 -1018 3,0 -1018) 6,3-1018 


Sn-JM I Leg. Nr. Bi 11 Bi 12 
a 
Bi Bi-Atome/em® 1,6-101* | 3,3 +1038 


Sn-JM I Leg. Nr. Mg 11 Mg 12 


+ 
Mg Mg-Atome/cem? 7,6-1018 3,2 -1019 











3. Messmethoden. 


Den Zugang zum Verstindnis des Leitungsmechanismus eines 
Halbleiters bildet die Kenntnis des Temperaturganges der elektri- 
schen Leitfahigkeit, der magnetischen Widerstandsanderung, der 
Hallkonstanten und eventuell der differentiellen Thermospannung. 
Diese elektrischen Messungen erlauben es, die Temperaturabhingig- 
keit der Ladungstragerkonzentrationen und der Fermi-Grenzenergie 
zu berechnen. Im allgemeinen werden sie jedoch im Gebiet tiefer 
Temperaturen immer erschwert durch die Bedingung, dass die Ver- 
lustwirme besonders klein gehalten werden muss. Man gelangt des- 
halb zwangslaufig dazu, Spannungen zu messen, die von der glei- 
chen Gréssenordnung sind wie die in der Schaltung auftretenden 
Thermospannungen. Werden die Messungen mit Gleichstrom aus- 
gefiihrt, so lassen sie sich bei Leitfaihigkeitsmessungen und bei der 
Bestimmung der magnetischen Widerstandsainderung durch Um- 
polen eliminieren. Bei der Ermittlung der Hallspannung tritt jedoch 
meistens noch eine zusiatzliche transversale Ettingshausenspannung 
auf, die verkniipft ist mit einem gleichgerichteten Temperaturgra- 
dienten. Um den Anschluss an die Elektronentheorie des festen 
K6érpers zu erhalten, ist es aber notwendig, den sogenannten iso- 
thermen Halleffekt zu messen, da der adiabatische nur in den aller- 
einfachsten Fallen durch die Theorie erfassbar ist. Abgesehen davon 
diirfte es auch experimentell kaum méglich sein, die Voraussetzun- 

1) Diese auffallende Wirkung des Wismuts wurde zuerst erwihnt von Mason 
und ForGENG, Metals and Alloys 35, 87 (1935). 
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gen iiir das Auftreten des reinen adiabatischen Halleffekts zu reali- 
sieren. Da die Ettingshausen- wie auch die Hallspannung durch die 
im Magnetfeld abgelenkten Ladungstraiger verursacht wird, ist es 
nicht méglich, sie durch Kombination der verschiedenen Transver- 
salspannungen, die durch das Umpolen von Strom und Magnetfeld 
entstehen, voneinander zu trennen. Bei Gleichstrommessungen muss 
darum das transversale Temperaturgefiille méglichst klein gehalten 
werden. Dies kann dadurch erreicht werden, dass die Probe mit 
einem guten Leiter grosser Wirmekapazitit und konstanter Tem- 
peratur in Verbindung gebracht wird. 


mo 





> 


+ eens 4 4 
10 12 14 16 @ ! 
Fig. 1. 


Hallkonstante fiir reines «-Sn II. 


Im Gegensatz zum Halleffekt ist der Ettingshauseneffekt nicht 
trigheitsfrei, sondern weist eine von den Probendimensionen ab- 
hingige Einstellzeit auf. Dadurch wird es méglich, mit Wechsel- 
strommessungen im Gebiet der Audiofrequenzen den isothermen 
Halleffekt zu bestimmen. 

Ein Teil der vorliegenden Messungen wurde zur Kontrolle bei 
identischen apparativen Bedingungen mit Gleich- und Wechselstrom 
ausgefiihrt. Die Abweichungen der Resultate beider Methoden liegen 
innerhalb der Fehlerschranke (Fig.1). Dieses Ergebnis zeigt, dass 
durch die zweckmissige Konstruktion des Probenhalters eine homo- 
gene Temperaturverteilung auch bei den Gleichstrommessungen er- 
reicht werden konnte. 
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4. Apparaturen. 


4,1. Eine eingehende Beschreibung des Probenhalters findet sich 
in BW2Z.., loc. cit. 
4.2. Der Gaskryostat. 


Die Messungen zwischen 0°C und —190°C wurden ausgefiihrt in 
einem Gaskryostaten nach der Bauart Buscn und LaBuyart’), bei 
dem das Vakuumrohr mit Metallzwischenstiick ersetzt wurde durch 
ein 41 cm langes Pyrex-Vakuumrohr. Sorgfaltig ausgekiihlte Pyrex- 
rohre ertragen die auftretenden Warmespannungen ohne weiteres 
und haben den grossen Vorteil, dass sie, einmai gut evakuiert und 
versilbert, viel besser isolieren, als Rohre mit Metallzwischenstiick 
und Aktivkohle-Fiillung. Durch diese Abinderung konnte der Mess- 
bereich um mehr als 20° nach unten erweitert werden. 


4.3. Der Fliissigkeitskryostat. 


Fiir die Messungen bei noch tiefern Temperaturen wurde die 
Probe in unter vermindertem Druck siedendem Stickstoff abge- 
kihlt. Das Dewargefiiss, dessen oberer zylindrischer Teil innen 
42 mm weit ist, verjiingt sich nach unten zu einem abgeschlossenen 
Rohr von 16mm Innendurchmesser. Dadurch konnte der fiir die 


Messungen mit dem Gaskryostaten gewahlte Polabstand des Magne- 
ten von 82mm beibehalten werden. Die Abdichtung zwischen dem 
Dewargefass und der Neusilberkappe mit den Drahtzufiihrungen 
erfolgte in der tiblichen Weise mit einer passenden Gummiman- 
schette. 


4.4. Der Magnet. 


Wir erzeugten das Magnetfeld mittels eines wassergekiihlten Elek- 
tromagneten von ungefihr 1000 kg Gewicht der Bauart Oerlikon. 
Die kegelférmigen Polschuhe sind auf einer Basis von 54 mm ab- 
geplattet und gestatten bei eimem Abstand von 32 mm ohne wei- 
teres Feldstarken bis zu 16000 A/cm zu erzeugen. 

Fiir jede Messung wurde die Feldstirke neu bestimmt. Zuerst ver- 
wendeten wir dafiir eine genau berechnete Probespule mit einem 
Windungsquerschnitt von 54 cm?, die durch eine Feder schlagartig 
aus dem Interferrikum herausgedreht werden konnte. Der entste- 
hende Induktionsstoss gelangte auf ein Galvanometer grosser 
Schwingungsdauer und Nullpunktskonstanz. Ein Gehilfe beobach- 
tete den Ausschlag und regulierte selbstindig die Feldstarke. Spater 
ersetzten wir diese Einrichtung durch eine mit einem Synchron- 


1) G. Buscox und H. LaBuarr, Helv. Phys. Acta 19, 463 (1946). 
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motor verbundene Spule. Deren hohe Umdrehungszahl (1500 min-*) 
und grosse Windungsfliche erlauben die Spannung von ungefahr 
6mV/1000 A/em praktisch stérungsfrei mit je sechs gefederten 
Schleifkontakten von zwei silbernen Schleifkontakten abzugreifen 
und direkt oder iiber Vorschaltwiderstiinde auf ein Wechselstrom- 
mV-Meter zu fiihren. Die Eichung dieses Instruments fiihrten wir 
mit der oben erwaéhnten Schwingspule aus. Die Messgenauigkeit der 
absoluten Feldstiirkemessung liegt innerhalb 1,5°%, die der relativen 
innerhalb 1%. 
hy 


cm’ 

















t n 1 uy 
1000 2000 3000 Yen 
Fig. 2. 
Feldabhangigkeit der Hallkonstanten Ry fiir reines «-Sn I bei verschiedenen 
Temperaturen. 


1.5. Die Schaltung. 


Bei den elektrischen Messungen handelt es sich bei der Bestim- 
mung der elektrischen Leitfihigkeit und der magnetischen Wider- 
standsanderung um die Ermittlung des Spannungsabfalls langs der 
Probe bei konstantgehaltenem, bekanntem Strom. Diese Potential- 
differenz, wie auch die Hallspannung und die Thermospannung des 
Kupfer-Konstantan-Thermoelementes wurde mit Kompensations- 
apparaten in der tiblichen Schaltung gemessen, wihrend der Pro- 
benstrom an einem mA-Meter mit Spiegelablesung tiberwachbar war. 

Fiir die Wechselstrommessungen entwickelten wir ein mit 30 Hz 
arbeitendes elektronisches Wechselstrompotentiometer, das gestat- 
tet, Spannungen bis hinunter zu 1 ~V mit einem maximalen Fehler 
von 3% zu messen. Bei noch kleinern Spannungen nimmt die Mess- 
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genauigkeit wegen des Untergrundes von der Gréssenordnung von 
10-2 wV rasch ab. 

Eine ausfiihrlichere Beschreibung dieses Gerits erfolgt in einer 
spitern Arbeit. 


5. Experimentelle Ergebnisse. 


5.1. Die Temperaturabhingigkeit der Hallkonstanten. 


In der elektronentheoretischen Begriindung der Temperaturab- 
hingigkeit der Hallkonstanten sind alle Gheder vernachlassigt, die 
Sy 


om 


lb 














4 


2 
Fig. 3. 
Hallkonstante Ry von «-Sn II mit Al-Stérstellen (fiir Kurve 2 ist Ry < 0). 





die Feldstiirke in zweiter oder héherer Potenz enthalten. Ihre An- 
wendung beschrinkt sich deshalb auf die Fille, bei denen die Hall- 
konstante feldunabhingig ist. Diese Bedingung ist beim spektro- 
skopisch reinen «-Sn und bei den Verunreinigungen mit Al, Bi und 
auch Mg erfiillt, solange es sich um kleine Feldstirken handelt 
(Fig. 2). 

Wir unterscheiden beim Halbleiter zwei grundsatzlich verschie- 
dene Leitungsmechanismen: die Eigenleitung und die Stérleitung. 
Im ersten Fall ist die Zahl der negativen Elektronen und der posi- 
tiven Lécher gleich gross und ihre Temperaturabhingigkeit ist cha- 
rakteristisch fiir den betreffenden Stoff. Im Gegensatz dazu hangt 
die Ladungstrigerkonzentration im Stdérleitungsgebiet fast aus- 
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schliesslich von der Art und der Konzentration der im Gitter einge- 
bauten Fremdatome ab. Die Behandlung der Stérleitung ist im 
allgemeinen ziemlich einfach, da nur Ladungstriger eines Vorzei- 
chens auftreten. Es ist deshalb sofort méglich, dieses aus der Grosse 
der auftretenden Hallspannung zu bestimmen. Verwickelter sind 
die Verhiltnisse im Ubergangsgebiet von der Stérleitung zur Eigen- 
leitung, da hier nicht nur Ladungstrager verschiedenen Vorzeichens 
zu beriicksichtigen sind, sondern auch noch die Beweglichkeiten von 
grossem Einfluss auf den Wert der Hallspannung werden. 
Ky . 
om" sittin t Al 32 


ob a ae I 
it (3) 


10 











4 j j j 4 } 1’ 
6 0 ft 14 6 T 
Fig. 4. 
Hallkonstante &, von «-Sn IIT mit Al-Storstellen (fiir Al 31 und Al 32 ist Ry, < 0). 


Goi 





Allgemein kann den Figuren 3, 4 und 5 entnommen werden, dass 
mit steigender Konzentration an Fremdatomen in den urspriing- 
lichen Legierungen auch die Zahl der Ladungstriger im Stérlei- 
tungsgebiet anwiichst. Dies entspricht einer mit steigender Verun- 
reinigung zunehmenden Stérstellenkonzentration. Die Betrachtung 
des Vorzeichens der Hallkonstanten gibt uns sofort Aufschluss tiber 
die Art der Ladungstriiger. Es zeigt sich, dass das spektroskopisch 
reine «-Sn ein Elektronenleiter ist, und dass durch Zusitze von Bi 
und Mg nichts daran geindert wird. Sind aber Al-Stérstellen in das 
Gitter eingebaut, so verschiebt sich die Ladungstraigerbilanz mit 
steigender Konzentration immer mehr zugunsten der Lécher und 
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} 4 


10 12 14 16 
Fig. 5. 
Hallkonstante Ry von «-Sn I mit Bi-Stérstellen. 











i @ mu uw 
Fig. 6. 


Hallkonstante von «-Sn I mit Mg-Verunreinigung. 
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es tritt bei einem bestimmten Verunreinigungsgrad ein Vorzeichen- 
wechsel der Hallkonstanten auf. (Fig. 4: zwischen Al 32 und Al 33.) 
Dies bedeutet, dass die Al-Stérstellen als Akzeptoren in das Gitter 
eingebaut werden und die Bi-Atome im Gegensatz dazu als Dona- 
toren wirksam sind. 


5.2. Die magnetische Widerstandsiinderung. 


Zur Bestimmung der magnetischen Widerstandsaénderung wird 
mit Potentialsonden der Spannungsabfall lings der Probe mit und 
ohne transversalem Feld gemessen. Dabei ist die Stromdichte im 

A(T) 


(cm3)2 
us 





27K 





246 °K 





' —— 4 Ha 
1000 2000 5000 4000 

Fig. 7. 
Koeffizient 6(7') der magnetischen Widerstandsanderung fiir reines «-Sn I. 





cm 


Praiparat beide Male gleich gross. Da, wie wir feststellten, die Proben 
dem Ohmschen Gesetz geniigen, kann mit 
spez. Widerstand 


const. 0-2 2 ; 
: - Stromdichte 


und konstantem Strom die erste Beziehung umgeschrieben werden in 


1V const.7(@747—0)  4e 


Vo const. 2 * Qo 2 
Da sich die Konstante weghebt, ist es méglich, auch an pulverfér- 
migen Proben die magnetische Widerstandsinderung einwandfrei 
zu messen. 
Wie aus Figur 7 hervorgeht, hingt der Effekt stark von der Pro- 
bentemperatur ab. Um diese Temperaturabhangigkeit untersuchen 
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zu kénnen, ist es wesentlich, dass das auf Grund der Theorie ab- 
geleitete Gesetz 

lo doe ‘ 
= T)-(u 2 

(7!) + (MoH) 
im Bereiche kleiner Feldstirken wirklich erfiillt ist. 

Bei grossen Feldstirken scheint eher ein Zusammenhang von der 

Form 


lo 
- = const.-H 
oO 


zu bestehen!). Den Einfluss von kleinen Verunreinigungen zeigen 
die Figuren 8, 9 und 10 mit Messungen an Proben, die Al, Bi und 


BY) - 
fom) 
vs 





it 


WW V2 





Fig. 8. 
Koeffizient B(7’) der magnetischen Widerstandsanderung von «-Sn II 
mit Al-Stérstellen. 


Mg enthalten. Bei grossen Stérstellenkonzentrationen verschwindet 
die Temperaturabhingigkeit der magnetischen Widerstandsiinde- 
rung fast vollstindig. Dies geht hervor aus den Messungen an der 
Probe Al 23 in Figur 8 und den Figuren 5 und 6 in BWZ., loc. cit. 


1) Messungen, die die Feldabhangigkeit bei gréssern Feldstarken zeigen, wurden 
in unserer friihern Arbeit veréffentlicht. BWZ., loc. cit. 
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10 12 14 
Fig. 9. 
Koeffizient A(T) der magnetischen Widerstandsanderung von «-Sn I 
mit Bi-Verunreinigung. 





Fig. 10. 


Koeffizient B(7') der magnetischen Widerstandsanderung von «-Sn I 
mit Mg-Verunreinigung. 





G. Busch und J. Wieland. 
5.3. Die elektrische Leitfahigkeit. 


Da es bis jetzt nicht gelungen ist, graues Zinn in Form grésserer 
kompakter Polykristalle zu ziichten, mussten alle Leitfaihigkeits- 
messungen an mehr oder weniger feinkérnigem Pulver oder stark 
zerkliifteten Brocken undefinierter Gestalt ausgefiihrt werden). Bei 
den iiblichen Gleich- und Wechselstrommethoden geht dabei we- 
sentlich der Ubergangswiderstand in das Resultat ein. Wir haben 
deshalb schon friiher versucht, mittels Hochfrequenzverlustmessun- 
gen zu einwandfreien Resultaten zu gelangen?). Da aber auch hier 


logo hge 


1 — 10° ge Poe pe 
48 8” Pana AT 6 @ t Mh 

Fig. 11. Fig. 12. 
Temperaturabhangigkeit der elektrischen Temperaturabhangigkeit der elek- 
Leitfahigkeit o fiir a-Sn 2 mit Al-Stér- trischen Leitfahigkeit o fiir «-Sn 
stellen. Die Messung an Bill wurde zur III mit Al-Stérstellen. 
Kontrolle eingefiigt (vgl. Abschnitt 762). 














die Pulverstruktur die Messungen in hohem Masse beeinflusst, ist 
diese Methode nicht geeignet fiir die genaue Bestimmung des ab- 
soluten Wertes der Leitfaihigkeit bei einer beliebigen Temperatur. 


Fiir die Gleich- und Wechselstrommessungen an gepressten Pul- 
verkérpern gilt folgendes: 


1) J. T. KENDALL, Proc. Phys. Soc. B 63, 821 (1950). Diese Messungen wurden 
an Brocken mit schlecht bekanntem Querschnitt ausgefiihrt. 
*) BWZ., loc. cit. H. Enz, Diplomarbeit ETH. 1950/51, nicht ver6ffentlicht. 
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Der Kontaktwiderstand zwischen zwei Kérnern reduziert sich bei 
Abwesenheit von Stérschichten auf den reinen Ausbreitungswider- 
stand R,, fiir den bei kreisférmiger Beriihrungsflache vom Ra- 
dius a gilt ; 


Al 2a0 


(o = elektrische Leitfaihigkeit). 


Den Kontaktwiderstand beeinflussende Oxydschichten diirfen ver- 
nachlissigt werden, da praktisch die ganze Kornoberflaiche durch 
die Umwandlung f-Sn > «-Sn neu entsteht, und die Umwandlung 
zudem bei stark herabgesetzter Temperatur verlaiuft. Der elektri- 
sche Widerstand eines Presskérpers ist dann von der Form 


C ace a = 
R= a | (Korn, Kontaktflichen) , 


worin der Formfaktor f als in erster Naherung temperaturunab- 
hingig betrachtet wird. Die experimentelle Feststellung der Giiltig- 
keit des Ohmschen Gesetzes bestitigt dieses Ergebnis. 
Vergleichen wir die fiir den Eigenhalbleiter giiltige Beziehung 
zwischen elektrischer Leitfahigkeit und der Temperatur 
1E 


o=A-e 747, 


die fiir die graphische Darstellung im allgemeinen umgeformt wird in 


AE {1° 
Ino = konst. — ok (7) 


mit 
Ino = konst.—In R. 


so stellen wir fest, dass der Temperaturgang der Leitfahigkeit ohne 
weiteres bestimmbar ist. 

Damit ist es nun méglich, aus diesen Messungen, die in ihrer Tem- 
peraturabhingigkeit fiir den Halbleiter typisch sind, weitgehende 
Schliisse zu ziehen. Aus den Figuren 11 und 12 ergibt sich sofort, 
dass die Temperaturabhingigkeit durch einen Ausdruck von der Form 

1E, AE, 


o=A,e *F+A,e %*F 


darstellbar sein muss. Der eine Term ist dabei ausschlaggebend fiir 
das Verhalten bei hohen Temperaturen, wihrend der zweite bei 
tiefern Temperaturen den Verlauf der Leitfaihigkeit beschreibt. Aus 
den Figuren geht deutlich hervor, dass dieser Summand im Gegen- 
satz zum ersten von der Stérstellenkonzentration abhingt. Da bei 
geniigend hohen Temperaturen der Einfluss der Stérstellen auf die 
Ladungstrigerkonzentration vernachlassigt werden kann, ist der 
sogenannte Eigenleitungsast allen Proben gemeinsam. 
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Die Konstante A ist bei der Eigenleitung temperaturunabhiangig. 
Deshalb kann aus der Steilheit der Eigenleitungsgeraden sofort aut 
die Eigenleitungs-Aktivierungsenergie geschlossen werden. Sie be- 
trigt fiir das graue Zinn 

0,08 + 0,008 eV). 





Interessant ist der Einfluss der Al-Stérstellen in den Proben Al 31 
bis Al 34. Die Grosse der Stérleitfahigkeit sinkt zuerst mit steigen- 
der Konzentration, um erst von einem bestimmten Verunreinigungs- 
grad an gleichsinnig zuzunehmen. 

Diese Erscheinung lisst sich zwangslos dadurch erkliren, dass die 
von den Donator-Zentren herriihrenden Elektronen in den Akzep- 
torstérstellen gefangen werden, und damit fiir den Leitungsprozess 
verloren sind. 

6. Die theoretischen Grundlagen. 
6.1. Die Lage der Energieniveaux im «-Sn. 


Den Elementen der vierten Nebengruppe ist gemeinsam, dass die 
vier Valenzelektronen sich gleichmissig auf den s- und p-Zustand 
verteilen. Fiir die charakteristische Tetraederbindung im Diamant- 
gitter ist dabei ausschlaggebend die Vermischung der s- und p-Bin- 
dung, die eine starke Uberlappung der Wellenfunktionen zur Folge 
hat und dadurch eine starke chemische Bindung im Kristallgitter 
hervorruft. 

Aus der Lage der Elektronenzustiinde im Energieschema folgt, 
dass das Valenzband durch die 4 Elektronen in den (s—p)-Zu- 
stiinden vollstandig aufgefiillt ist. Die Breite des nicht besetzbaren 
Energieintervalls 14H = E,— Ey bis zum Leitungsband (das bei 
der Temperatur 7’=0°K ganz leer ist) betriégt nach Abschnitt 5.3 
fiir «-Sn 0,08 - 0,008 eV. 

Nach der Stérleitungstheorie treten nun entsprechend Figur 13 
in der verbotenen Zone zusitzliche Energiezustiinde auf, die den 
im Gitter eingebauten Stérstellen zuzuschreiben sind. Die Lage 
dieser Energiezustiinde in bezug auf die Bandrinder wird dabei 
weitgehend vom Unterschied der Wertigkeit des Fremdatoms ge- 
geniiber dem substituierten bestimmt. 

Gehért das Fremdatom der fiinften Gruppe an (z.B. Bi), so hat 
es ein Valenzelektron mehr, als fiir die Absattigung der Bindung 


1) Die sehr sorgfaltig ausgefiihrten Messungen von H. Enz (loc. cit.), die gegen- 
iiber der friihern Arbeit von H. ZoLLER besonders in der Temperaturhomogenitiat 
der Probe einen wesentlichen Fortschritt darstellen, ergeben den Wert 0,085 + 
0,005 eV. Unsere Gleich- und Wechselstrommessungen, ausgefiihrt in Gaskryo- 
staten und Fliissigkeitsbadern, lieferten Aktivierungsenergien zwischen 0,07 und 
0,084 eV. 
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zu den naichsten Nachbarn notwendig ist. Selbst im Grundzustand 
ist dieses Uberschusselektron, das auf einer wasserstoffihnlichen 
Bahn die Stérstelle umkreist, nur schwach an die iiberzahlige La- 
dung des Kerns gebunden. Der Einfluss der Polarisierbarkeit des 
Gitters und der teilweisen Abschirmung wird beschrieben durch die 
Einfiihrung einer Dielektrizititskonstanten x1). Damit wird die Bin- 
dungsenergie des Elektrons um den Faktor x? herabgesetzt und ge- 
langt in den Bereich der thermischen Energien, so dass schon unter- 
halb 100°K eine betrichtliche Anzahl der Stérstellen ionisiert ist. 

Handelt es sich bei der Stérstelle um ein Atom der dritten Gruppe, 
so fehlt zur Absittigung der vier Bindungen ein Elektron. An dessen 


{ Elektronen- 


Leitungsband 3 
i = | konzentration n 


P Donatoren- 
Donatorenniveau a; , 
konzentration Np 


Fermi-Grenzenergie 


: Akzeptoren- 
Akzeptorenniveau ssl oaeombap : 
| konzentration NV y 
{ Locher- 


Valenzband ; 
, : | konzentration p 








Fig. 13. 
Energieschema fiir «-Sn. 


Stelle tritt ein quasifreies des Elektronengases und befihigt diesen 
nunmehr negativ geladenen Komplex ein Loch an sich zu binden, 
das als positive Ladung die Stérstelle umkreist. 


Aus dieser Gegeniiberstellung geht hervor, dass sich die drei- und 
fiinfwertigen Stérstellen ganz analog verhalten. Es ist deshalb zu 
erwarten, dass die Stérstellenniveaux um die gleichen Energiebe- 
trige von den entsprechenden Bandrandern abliegen. Die geringe 
Stérstellenkonzentration, fiir die diese Darstellung allein zutreffend 
ist, konnte nur in einer reinen «-Sn-Probe festgestellt werden («-Sn 1). 
Wir ermittelten aus den Messungen fiir die Donatoren eine Stér- 
stellenaktivierungsenergie von 0,005 + 0,003 eV. Die verhialtnis- 
miissig grosse Streuung riihrt davon her, auf welche Art und Weise 
die Messungen ausgewertet werden (vgl. auch Abschnitt 6.4). 

1) T.S. Moss, Proc. Phys. Soc. A. 64, 590 (1951), gibt dem Brechungsindex den 
Wert 6,5. Damit wird x = 42. Wenn wir beriicksichtigen, dass der neue Wert fiir 
die Aktivierungsenergie 0,08 eV betragt,so ergibt sich aus der Moss’schen Beziehung 
1E = 1/x?- 174 eV eine Dielektrizitaitskonstante von 47. 
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6.2. Zusammenstellung der Formeln. 
g 


Wir gehen aus von dem einfachen Halbleitermodell, das nur eine 
Art von Stérstellen beriicksichtigt (z.B. Donatoren) und setzen vor- 
aus, dass sich die Energiefliichen im Impulsraum in erster Naherung 
als Kugelflachen darstellen lassen. Es kénnen dann keinerlei Aniso- 
tropien auftreten, und wir erhalten mit den in der Figur 13 aufge- 
fiihrten Symbolen die folgenden Beziehungen: 

6.21. Die Bedingung fiir die elektrische Neutralitat, durch welche 
die Fermi-Grenzenergie fixiert wird, lautet 


n—p=N,(1—w(E,)). 

Fir die Ladungstragerkonzentrationen gilt ganz allgemein 
n= 2/D, (FE) w(k) dE 
p =2/ D,(F) w(E) dE 


: it 
mit w tz und D; a 


e kT 


| E —E,; P 


2m;* ‘ 


1 
ro ae a 


+1 
ae {n im Leitungsband m; = effektive Masse der Ladungstrager 
~ |p im Valenzband h=h/2x =1,01-10-?’ erg-s 


6.22. Wenn b, die Beweglichkeit der Ladungstriger bedeutet, er- 
halten wir fiir die elektrische Leitfahigkeit o bei Vernachlissigung 
eines eventuellen Anteils der Ladungstrager in Stérstellenniveaux 


o=enb,+epb,. 


6.23. Bei gemischter Leitung ist mit den Relaxationszeiten t ,; und 
t? die Temperaturabhangigkeit der Hallkonstanten gegeben durch 


= 2 ae 
= 1 pt, fy | ee Thin , 1) 
H € (pTy| fo| +2 Tfn)2 


R 


Wir haben dabei von der Beziehung m; = m/f; mit f; als Freiheits- 
zahl der betreffenden Ladungstriger, Gebrauch gemacht.Wenn wir 
nun beriicksichtigen, dass 
C «= a 
b;= se fi | 
und weiter voraussetzen, dass das Verhiltnis t?/t2 von der Art der 
Ladungstriger unabhiangig sei, geht die Beziehung (a) iiber in 


= 2 2 
i = pb, —nb,, 


| eee ; b 
Hue (pb, +nb,,) (P) 
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Der obenerwihnte Faktor t2/t? ist ee Funktion des Streumecha- 
nismus, dem die Ladungstriger unterworfen sind. Bei reiner Gitter- 
streuung und nicht entartetem Elektronen- und Léchergas nimmt 
er z. B. den bekannten Wert 3 7/8 an. 

6.24. Vernachliassigen wir alle Terme, die die magnetische Feld- 
stiirke in dritter oder héherer Potenz enthalten, so ergibt sich fiir 
die magnetische Widerstandsinderung bei gemischter Leitung 


1 6,—o 1 
: 07H — B(T) - (u)H?) 
eri) 
und 
™ Sp + 78 fn . 7” 
B(T) oe (R,,- 0). (a) 
ptt, In n 


Mit der gleichen Voraussetzung wie oben in 6.23 kénnen wir dies 
umformen in 

b3 pt b> n : bat 
(T) P “_—(R,,-0)?. (b) 


z by p+b,n 


6.3. Die Beweglichkeit der Ladungstriiger. 


6.31. Die mittlere Relaxationszeit. 


Da die Trigerbeweglichkeiten durch b,; = (e/m) 7 ;|f;| gegeben sind, 


ist es fiir uns vor allem wichtig, einen méglichst allgemeinen Aus- 


druck fiir die mittlere Relaxationszeit 7; zu kennen. Die mittlere 
Relaxationszeit n. Ordnung ist definiert als 

2” B,D, (BE) oe” dE (B,D, (BE) oe dE 

hi Ler ) (B) oy a 4 [7 “ep i (4) oy te 

Ow _.. eS n| fi | 

OF ” 


[ ., D, (BE) 


wobei die Integration entsprechend der Art der Ladungstrager aus- 
zufiihren ist. Uns interessiert hier jedoch vor allem die Relaxations- 
zeit erster Ordnung, auf deren Betrachtung wir uns beschranken. 
Wenn die Bewegung der Ladungstriger durch mehrere Streu- 
prozesse beeinflusst wird, so gilt fiir die resultierende Relaxationszeitt 
2 * - oder tT = oe : 
welcher Wert nun der Berechnung des Mittelwerts zugrunde gelegt 
werden muss. Geschlossen kann man die entstehenden Ausdriicke 
nur dann integrieren, wenn die 7; alle in gleicher Art von der Energie 
abhangen. Dann folgt 
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Ist diese Bedingung nicht erfiillt und wird die Mittelwertsbildung 
aber trotzdem auf diese Weise ausgefiihrt, so kann die resultierende 
Relaxationszeit nur als eine grobe Approximation betrachtet werden. 
Bei nicht entartetem Elektronen- oder Léchergas gilt fiir den ge- 
suchten Mittelwert, wenn nur ein Streumechanismus beriicksichtigt 
wird und t = A-v" ist, 
n+3)\y 
n+2 | 2 )! 


™ = Avr 


1, 
“4 


wobei tv, die thermische Geschwindigkeit bedeutet. 

Die Abhangigkeit der verschiedenen Relaxationszeiten von der 
Energie resp. der Geschwindigkeit ist gegeben durch 

t = av fiir die Streuung an ionisierten Stérstellen, 

t=b _ fir die Streuung an neutralen Stérstellen, 

t=c/v fiir die Streuung an Gitterschwingungen, 
wobei die Konstanten a, b und ¢ noch von der Temperatur und der 
Zahl der Ladungstrager abhingen. 


6.32. Die Beweglichkeiten bei den verschiedenen Strewprozessen. 
6.321. Strewung an ionisierten Stérstellen. 


Bei vorausgesetzter reiner Ionenstreuung kann die Berechnung 
der Beweglichkeit nach der Methode von ConwE.Lt und WEIssKOPF 
erfolgen!). Diese Autoren untersuchen den Mechanismus der Ruther- 
fordstreuung an ionisierten wasserstoffahnlichen Stérstellen, die in 
ein Medium mit der Dielektrizitaétskonstanten x eingebaut sind. Das 
wirksame Coulombfeld erstreckt sich dabei nur bis in eine Entfer- 
nung, die dem halben Abstand vom nachsten Nachbarn entspricht. 

Fir die Temperatur- und Konzentrationsabhingigkeit ergibt sich 
dann der Ausdruck 


D712 y2(hT)3/2 1 ' 
) eit chal. elst. E., 


b; as ( 23 ee m*2n, 3xkT \2 
In [1+ ( ) | 


2.1/8 
e? n; 


wenn angenommen werden darf, dass das Gas der Ladungstriger 
nicht entartet ist. 

Die Erweiterung des Giiltigkeitsbereiches dieser Beziehung durch 
Jounson und Larx-Horow11z?) gestattet, auch an ganz oder teilweise 
entarteten Halbleitern den Einfluss dieser Streuung zu verfolgen. 


1) E. ConwELL und V. F. Weisskorr, Phys. Rev. 77, 388 (1950). 
2) V. A. JoHnson und K. Larx-Horowitz, Progr. Rept., Contr. No. W36-C39- 
SC-32020, Dept. of Physics Purdue Univ. 1.12.46—28. 2.47. 
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Beim «-Sn handelt es sich meist um Ladungstrigerkonzentratio- 
nen, die durch die Anwendung der Boltzmann-Statistik geniigend 
genau erfasst werden kénnen. Setzen wir fiir die Dielektrizitits- 
konstante den Wert 47 ein, so erhalten wir eine Beweglichkeit 


di I em? 
b; ~ 3,8 - 1018 : 
: nj In 1,03 - 10° T'/n;13 Vs 
da die Eins im logarithmischen Nenner bedeutend kleiner ist, als der 
temperaturabhingige Term und deshalb vernachlassigt wurde. 


6.322. Streuwng an neutralen Stérstellen. 


Die Streuung an neutralen Stérstellen gewinnt besonders im Ge- 
biet der tiefern Temperaturen an Bedeutung. Nach Erernsoy erhilt 
man fiir die Beweglichkeit von Elektronen oder Léchern bei reiner 
Streuung an neutralen Stérstellen der Konzentration n,, 


I 2 2° m e* 
In 


= ; elst. Einh. 

5x n,, h' 

Fiir das graue Zinn ergibt sich bei der Verwendung der gewohnlichen 
Elektronenmasse der Wert 

2,7- 107° cm? 

b 


n ro 
Ny, Vs 


Da Eratnsoy bei seiner Berechnung ausgeht von der Streuung von 
Elektronen an isolierten Wasserstoffatomen, diirfte die oben ange- 
gebene Beziehung bei grossen Stérstellenkonzentrationen erheblich 
an Wert verlieren’). 


6.323. Streuwung an Gitterschwingungen. 


Im Gebiet héherer Temperaturen werden die thermischen Gitter- 
schwingungen derart stark angeregt, dass der Einfluss der oben er- 
waihnten Streuungen gegeniiber der Gitterstreuung zuriicktritt. Da 
in diesem Fall die mittlere freie Weglange bei konstanter Tempera- 
tur von der Energie der Ladungstriger unabhingig ist, erhalten wir 
fiir die Beweglichkeit emen Ausdruck von der Form 


b, = A, |f,|"* T-** (i =n oder p). 


Die Konstante A; ist abhangig von den elastischen Konstanten des 
betreffenden Kristallgitters und beriicksichtigt damit die Amplitude 
der thermischen Gitterschwingungen. 


1) C. Erarnsoy, Phys. Rev. 79, 101 (1950). 
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6.324. Eine Ubersicht tiber die Grosse der verschiedenen Be- 
weglichkeiten mit der Stérstellenkonzentration als Parameter zeigt 
Figur 14. Als Aktivierungsenergie wurde verwendet fiir die Eigen- 
leitung der in 5.3 angegebene Wert von 0,08 eV und fiir die Stér- 
leitung wurde eine Stérstellenaktivierungsenergie von 0,008 eV ver- 


‘ 


wendet. Die Bezeichnung entspricht der in 6.321—3 eingefiihrten. 


b 
f 


3em? 


Fe, 








20 
Fig. 14. 
Temperaturabhangigkeit der Beweglichkeit fiir die verschiedenen Streuprozesse. 
Stérstellenkonzentration V, = he Pg 
oO" om * 

Die Stérstellenkonzentration von 1 - 1017 cm~' stimmt fast genau 
mit der des spektroskopisch reinen «-Sn 1 tiberein. Aus der Tem- 
peraturabhingigkeit der verschiedenen Anteile kann deshalb die 
gegenseitige Grésse und damit auch der Einfluss auf die resultie- 
rende Beweglichkeit abgeschitzt werden. Wichtig ist, dass der An- 
teil der Gitterstreuung von der Stérstellenkonzentration unabhangig 
ist und deshalb fiir alle Proben gleich gross bleibt. 

Da die Beweglichkeit proportional der mittleren Relaxations- 
zeit ist, gilt mit der Eimschrankung von Abschnitt 6.31 fiir die 
Addition der verschiedenen Anteile 1/b = 3/1/b;,. Es ergibt sich 

: 


damit sofort aus der Figur, dass reine Gitterstreuung selbst bei 
der reinsten Probe nur im Gebiet héherer Temperatur beobachtet 
werden kann. Unterhalb 150°K sind auch bei dieser Probe die Ver- 
haltnisse sehr uniibersichtlich, da die Anteile der drei Streuprozesse 
offensichtlich von der gleichen Gréssenordnung sind. Fiir die Proben 
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mit steigender Stérstellenkonzentration wird der Einfluss der Streu- 
ung an ionisierten Stérstellen immer wesentlicher, ohne jedoch 
ganz zu tiberwiegen. Immerhin darf angenommen werden, dass bei 
Stérstellenkonzentrationen, die grésser sind als 1019 em-* zwischen 
50° K und 100° K die alleinige Beriicksichtigung der Ionenstreu- 
ung annahernd richtige Werte fiir die Beweglichkeit liefert. 


6.4. Die Bestimmung der Ladungstrigerkonzentrationen. 


Die Bestimmung der Lage der Fermi-Grenzenergie und darauf 
aufbauend der Ladungstragerkonzentrationen n und p erfolgt ent- 
sprechend der Neutralitatsbedingung 


n(¢) — p(¢) = N,[1—w(E,, 8) 


Es ist aber zu beachten, dass bei grossen Stérstellenkonzentrationen 
die Energiezustinde nicht mehr nach der Methode der isolierten 
wasserstoffihnlichen Komplexe berechnet werden diirfen. Fiir die 
niherungsweise Behandlung des Problems einschliesslich der Wech- 
selwirkung der Stérstellen steht die Approximation von HrrrLer 
und Lonpon und die von Biocu zur Verfiigung. Entsprechend den 
Voraussetzungen liefert erstere bei geringer Uberlappung die bes- 
sern Resultate. Wie beim Wasserstoffatom erhalten wir fiir die N, 
Stérstellen die gleiche Zahl Energiezustande. Im Gegensatz dazu 
entstehen bei der Anwendung der Bloch-Approximation 2 N, be- 
setzbare Zustainde. Da aber im Mittel nur N, Ladungstriager im 
Stérband vorhanden sind, ist es auch bei tiefen Temperaturen héch- 
stens halb gefiillt und gibt deshalb immer Anlass zu einer nicht 
verschwindenden elektrischen Leitfaihigkeit. 

Um zu einer Abschaitzung zu gelangen, bei welcher kritischen 
Konzentration N,, die beiden Berechnungsmethoden gleichwertige 
Resultate liefern (wobei im Falle grésserer Konzentrationen dann 
immer die Bloch-Approximation als Berechnungsgrundlage zu die- 
nen hat), teilt man das Stérstellengitter in polyedrische Zellen auf, 
deren Volumen durch Kugeln vom Radius r, angenahert wird. Zwi- 
schen der Stérstellenkonzentration und dem Kugelradius besteht 
der Zusammenhang 


Nach BALTENSBERGER!) tritt der Ubergang auf, wenn 


Tr, & 2 ro % (Vo Bohrscher Radius) . 


1) W. BALTENSBERGER, jetzt Dept. of Theor. Physics Univ. of Manchester, 
England; private Mitteilung. 
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Damit erhalten wir die Bedingung 


N,2 


/ 1 \3 
4n ia : 


die mit x = 47 den Wert N, = 1,9- 1018 cm~-® ergibt. Wir sehen 
daraus, dass mit Ausnahme der reinen «-Sn-Proben alle gemessenen 
Praparate gréssere Stérstellenkonzentrationen aufweisen und ent- 
sprechend der Blochschen N&aherung behandelt werden miissten. 
Die Neutralitaétsbedingung geht im Falle grosser Stérstellenkon- 
zentrationen tiber in 
n—p=N,[{1—2w(E,)| 


ad 
‘ A > > ini T r . ni 
an Stelle von n—p=N,|1—w(E,) 


bei geringer Stoérstellenkonzentration. Die Auswertung kann fiir 
2 z 5 
beide Naherungen graphisch erfolgen1). In Figur 15 sind beide Falle 
ta) fo) Q Q 


® 











Auswertung der Tragerkonzentrationen und der Fermi-Grenzenergie als Funktion 
von 7’. 


einander gegeniibergestellt. Die Lage der Grenzenergie ¢ ist fixiert 
als Schnittpunkt der in den Neutralitaitsbedingungen auftretenden 
Kurven 

Nyl[1—w(é,E,)| baw. Npl1—2w(Z, E,)| 


1) Diese Auswertemethode folgt im wesentlichen dem von W. SHOCKLEY an- 
gegebenen Verfahren. Vgl. auch W. SHOCKLEY, ,,Electrons and Holes in Semi- 
conductors‘‘, Van Nostrand, New York 1950. Um die Auswertung zu vereinfachen, 
wurde in unserem Institut nach diesem Prinzip ein Gerat entwickelt, das von 
E. Mooser in einer spatern Arbeit eingehend beschrieben wird. 
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mit der Kurve n(¢) — p(é), Die zugehérigen Ladungstrigerkonzen- 
trationen werden erhalten durch den Schnitt der vertikal einge- 
tragenen Grenzenergie mit den entsprechenden Konzentrationsge- 
raden log n und log p. Da die Abszisse die Werte des Exponenten 
(H,—¢)/kT angibt, ist der horizontale Masstab temperaturabhingig. 


7. Auswertung. 


Aus der Gegeniiberstellung der verschiedenen Beweglichkeiten in 
Figur 14 geht hervor, dass ein einheitlicher Streuprozess beim spek- 
troskopisch reinen grauen Zinn nur bei hohen oder ziemlich tiefen 
Temperaturen erwartet werden darf. 

Wie wir schon in 6.2 zeigten, haingt sowohl die Hallkonstante wie 
auch der Koeffizient der magnetischen Widerstandsainderung von 
einem Faktor von der Form 7"/t” ab. Jonus*) berechnete, wie der 
in der Hallkonstanten auftretende Quotient t?/t* durch die ver- 
schiedene Streuung an Gitterschwingungen und an ionisierten Stér- 
stellen beeinflusst wird. Fiir die exakte Bestimmung der magneti- 
schen Widerstandsanderung bei beliebiger Temperatur ist die Kennt- 
nis von 1t3/73(T) notwendig. Die beiden Grenzwerte kénnen nach 
6.31 berechnet werden und haben die Grosse 5,9 fiir Ionenstreuung 
und 1,77 fiir thermische Streuung. Wir sehen daraus, dass sich dieser 
Quotient in einem verhialtnismissig engen Temperaturbereich um 
mehr als einen Faktor drei aindert. Nur die genaue Kenntnis der 
Temperaturabhangigkeit kann uns deshalb prazise Aufschliisse tiber 
die Art des Temperaturganges der Ladungstraigerbeweglichkeiten 
geben, wenn diese Bestimmung auf Grund der Messung der magneti- 
schen Widerstandsénderung erfolgen soll. 


7.1. Die Bestimmung der Ladungstrigerkonzentrationen. 


Die Elektronen- und Lécherkonzentration tritt in den abgeleite- 
ten Formeln fiir die Hallkonstante und die elektrische Leitfahigkeit 
explizit auf. In beiden Gleichungen kommen aber auch noch die 
Trigerbeweglichkeiten vor. Im Hoch- und Mitteltemperaturgebiet, 
das dadurch gekennzeichnet ist, dass Elektronen und Locher an der 
Leitung teilnehmen, waren deshalb neben den Konzentrationen n 
und p auch noch die Beweglichkeiten b, und b, zu bestimmen. Da 
hierfiir nur zwei voneinander unabhingige Gleichungen zur Ver- 
fiigung stehen und zudem der absolute Wert der elektrischen Leit- 


1) H. Jonss, Phys. Rev. 81, 149 (1950). 
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fahigkeit vorerst unbekannt ist, kann das Problem auf diese Art und 
Weise nicht gelést werden. 

Wir gehen deshalb aus von den Halleffektmessungen im Stérlei- 
tungsgebiet und ermitteln zuerst die Konzentrationen der Stér- 
stellen und deren Aktivierungsenergien. Fiir die in den Trigerkon- 
zentrationen implizite enthaltenen Freiheitszahlen setzen wir die 
von Buscn und Moossr?) aus Suszeptibilitatsmessungen berech- 
neten Werte f, = 3/2 und f, = 1/3 ein. 





wet 6 8 0 2H Ba 
y ob Bandrand *T 


0B 
G06 eae Sg ‘age der 
T Grenzenergie 


guy 
Fig. 16. 
Konzentration » und p der Ladungstrager, berechnet aus AZ = 0,08 eV, AE py = 
0,005 eV, Np = 7,4 - 1016 cm-3. 


Die fiir die Stérleitung bedeutend vereinfachte Gleichung 6.23b 
lautet = 
= 
H = €e 
Aus der Berechnung von Jonus (loc. cit.) geht hervor, dass fiir die 
spez. Widerstinde o,, > 0; die Bedingung 1,07 < 72/72 <3 2/8 erfiillt 
ist, so dass héchstens ein Fehler von 10% entsteht, wenn 12/7? 
32/8 gesetzt wird Wir beniitzen deshalb die modifizierte Formel 


37 7,4°1018 cm? 
Ry =s,” = Y 
8e n Olb 


und verlangen, dass durch den berechneten Temperaturgang der 


1) G. Buscu und E. Moossr, Helv. Phys. Acta 26, 611 (1953). 
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Elektronenkonzentration die gemessene Temperaturabhingigkeit 
der Hallkonstanten wiedergegeben werden kann. 
Die zu bestimmenden Parameter JE, und N, haben fiir «-Sn 
die Werte 
N, = 7,4:10%cm-* und AE, = 0,005 eV. 


Damit erhalten wir fiir die Elektronen- und Lécherkonzentrationen 
die in der Figur 16 dargestellte Temperaturabhiangigkeit. 

Die berechnete Donatorenaktivierungsenergie stimmt mit dem 
nach Moss (loc. cit.) zu erwartenden Wert von 0,005 eV iiberein. 
Der scheinbar grosse Wert der Dielektrizititskonstanten erfaihrt 
durch diese Messungen eine experimentelle Bestatigung. 

Die Temperaturabhangigkeit der Grenzenergie ist in Figur 16 dar- 
gestellt durch die Anderung des Abstandes vom untern Rand des 
Leitungsbandes. Die Abweichung von den Angaben von Buscu und 
Moosksr!) riihren davon her, dass dort mit einer verschwindenden 
Stérstellenkonzentration gerechnet wird, da die verwendete Mess- 
methode die Ermittlung so geringer Stérstellenkonzentrationen 
nicht erlaubt. 


7.2. Das Beweglichkeitsverhiltnis bei hohen Temperaturen. 


Wir fiihren nun die Substitutionen ¢ = b,/b, und v = p/n ein und 
formen damit die Gleichung 6.28b um in 


32 l »—¢? 
H 8e n (vy+e)?~ 


Fiir das an die Stérleitung anschliessende Ubergangsgebiet ist der 
Faktor (vy—c)?/(y + c)?, der bei reiner Eigenleitung tibergeht in 
(1 — ¢)/(1 + c), charakteristisch. Er kann ermittelt werden aus der 
Beziehung 


( R)y gemessen ges 


(3 22/8 e) - (1/n) (v +c)? 


und gestattet bei bekanntem Konzentrationsverhiltnis » das Be- 
weglichkeitsverhiltnis ¢ als Funktion der Temperatur zu bestimmen. 

Entsprechend den Voraussetzungen ist das berechnete Beweglich- 
keitsverhiltnis nur streng richtig im Gebiet der thermischen Streu- 
ung. Fiir das graue Zinn, das sich ja bekanntlich schon bei 13,2°C 
in die metallische Modifikation umwandelt, bedeutet dies, dass nur 
die Messungen an reinsten Proben als Auswertungsgrundlage ver- 
wendet werden diirfen. Selbst dann kénnen erst bei den héheren 


1) Loe. cit. 
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Temperaturen in der Nahe des Umwandlungspunktes zuverlassige 
Resultate erwartet werden. 


Wir berechnen mit den in 7.1 erwahnten Parametern fiir c die 
folgenden Werte: 





1,26 
1,20 











7.3. Die Bestimmung des Absolutwertes der elektrischen Leitfahigkeit. 


Die elektrische Leitfaihigkeit ist die einzige der in 6.2 aufgefiihr- 
ten Gréssen, in der die Relaxationszeit nicht explizit auftritt. Ihre 
Kenntnis ist deshalb fiir die Ermittlung der Ladungstragerbeweg- 
lichkeiten im Gebiet der gemischten Streuung von grosser Bedeu- 
tung. Wie wir schon in 5.3 ausfiihrten, geniigt es, fiir eine der ge- 
messenen Leitfahigkeitskurven bei einer beliebigen Temperatur den 
absoluten Wert zu bestimmen, um auch bei allen andern Kurven 
die Grosse der Leitfahigkeit zu kennen. 


Fiir die Berechnung des Anschlusswertes, den wir bei T = 250°K 
wihlen, benétigen wir die Kenntnis der in 7.1 berechneten Trager- 
konzentrationen 

n= p= 46-16" cm-* 


und der entsprechenden Beweglichkeiten. Bis jetzt ist uns aber erst 
deren Verhiltnis ¢ bekannt. Eine weitere Bestimmungsgleichung 
liefert der temperaturabhingige Koeffizient der magnetischen 
Widerstandsinderung. Bei reiner Gitterstreuung geht 6.24b mit 
t3 — (92/16) 73 iiber in 


177 b+ b° (R J 
a : GC)". 
b,+ 6, H 


Eine vorliufige Abschitzung mit den gréssenordnungsmassig sicher 
richtigen Werten 


Ry < 0,1 em3/Clb, ¢ ~ 1000 2°! em-!, b; ~ 1000 em?/Vs 


zeigt, dass der zweite Term gegeniiber dem ersten vernachlassigt wer- 
den kann. Damit erhalten wir unter Beriicksichtigung von b, = c-b, 





Mechanismus der elektrischen Leitfahigkeit des grauen Zinns. 723 


und berechnen mit B(T) = 3,6 - 10% (em?/Vs)? bei einer Tempera- 
tur von 250°K die Beweglichkeiten 


b,, — 1,56 + 103 | 


n 


b, — 1,24- 103 | 


i 


2 
cem* 





Fiir die elektrische Leitfahigkeit bei der angegebenen Temperatur 
ergibt sich damit 
o (250°K) = 2,16 - 10? Q-1em-}. 





Bei der Umwandlungstemperatur 7 = 286,2°K betragt die Leit- 
fahigkeit a _ 
o(7F) = 27-1 Sem 


und hat damit einen rund vierzigmal kleinern Wert als die der 
metallischen Modifikation. 
7.4. Die Beweglichkeiten der Elektronen und Locher. 


Aus der elektrischen Leitfiihigkeit und dem Beweglichkeitsver- 
haltnis ¢ kénnen wir nun die gesuchten Beweglichkeiten berechnen. 


log b 


f 





3 
—_— 10 





Fig. 17. 
Berechnete Beweglichkeiten fiir «-Sn1. Parameter: AH = 0,08 eV, f 


in 1,5, 
fy = 1/3, b, ~ 6,3 - 10° T-3/? cm?/Vs. 


Wir erhalten dann die in Figur 17 wiedergegebenen Werte, die er- 
kennen lassen, dass scheinbar im ,,Hochtemperaturgebiet“ (beim 
grauen Zinn von ungefahr 250°K an bis zam Umwandlungspunkt) 
die bekannte Beziehung 


erfiillt ist. 
Dies wiirde bedeuten, dass in diesem Temperaturbereich fiir beide 
Ladungstragerarten die Energieflaichen im Impulsraum isotrop sind 
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und zudem, besonders soweit es sich um spektroskopisch reines «-Sn 
handelt, die thermische Streuung vorherrscht. 


Die Auswertung des Koeffizienten der magnetischen Widerstands- 
iinderung der Proben «-Sn1, «-Sn2, Bill und Bil2, die sich alle 
durch einen geringen Verunreinigungsgrad auszeichnen, fiihrt auch 
auf eine Temperaturabhingigkeit von der Form b = 4- T-*. Im 
Gegensatz zum oben Festgestellten gilt aber fiir den Exponenten 
3 < x2 < 3,5, so dass von einer Ubereinstimmung keinesfalls ge- 
sprochen werden kann. 

Die Diskrepanz riihrt offensichtlich davon her, dass die Theorie 
von falschen Voraussetzungen ausgeht, und es diirfte ziemlich sicher 
sein, dass die vereinfachende Annahme kugelférmiger Energiefli- 
chen 1m k-Raum beim grauen Zinn nicht zulassig ist?). 


7.5. Die Beeinflussung der Trdgerkonzentration durch die Erzeugung 
von Storstellen. 
Da die drei- und fiinfwertigen Stératome, die als Verunreinigun- 


gen der Schmelze zulegiert werden, Anlass geben zu Stérstellen mit 
auffallend kleiner Aktivierungsenergie, wird die Ladungstragerkon- 


zentration vor allem im Gebiet der tiefen Temperaturen beeinflusst. 
Wie der Verlauf der Hallkonstanten des Praiparates Al24 zeigt, ist 
es leicht méglich, durch Vergrésserung der Legierungskonzentration 
reine Stérleitung im ganzen messbaren Temperaturbereich zu er- 
zeugen. 


Neben dieser Methode besteht noch die Méglichkeit, thermisch 
Stérstellen zu erzeugen, indem das graue Zinn kurzzeitig tiber die 
Umwandlungstemperatur hinauf erwarmt wird. 


Hinsichtlich der Auswertung ergeben sich auch hier die schon 
friiher erwaihnten Schwierigkeiten, da die Grésse der Streufaktoren 
t/t" nur gréssenordnungsmissig bekannt ist. Wir kénnen aus die- 
sem Grunde fiir die Stérstellenkonzentration nur eine untere und 
eine obere Grenze festlegen. Fiir diese Berechnung verwenden wir 
die beiden Extremwerte 1,06 und 1,98 des Streufaktors 7?/t?, die 
einer Mischung von thermischer und Ionenstreuung einerseits und 
reiner Ionenstreuung andererseits entsprechen. 

1) Wir verweisen hier auf die neue Arbeit von F. Herman und J. CaLLaway 
(letter in Phys. Rev. 89, 518 (1953)), aus der hervorgeht, dass die Energieflachen 
in der Nahe der Rander des Valenz- und auch des Leitungsbandes nicht kugelf6rmig 
sind, worauf iibrigens auch experimentelle Arbeiten hinweisen. 
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7.21. Bi-Storstellen. 


Eine Gegeniiberstellung der Legierungskonzentration und der bei- 
den oben erwihnten Stérstellenkonzentrationen zeigt die nachste- 
hende Tabelle: 





Stérstellenkonzentration 
| 
untere Grenze | obere Grenze 
' 


Bi 11 1,66 - 1018 em-3 2,45 - 1017 em=3 4,45 - 1017 em-? 
Bi 12 3,02 - 1018 6,6 - 1017 9,6 - 1017 


Bez. Leg. konz. 











Die im Storleitungsgebiet auftretende scheinbar negative Aktivie- 
rungsenergie diirfte eine Folge merklicher Beweglichkeit der Elek- 
tronen im Stérniveau sein, da nach Huna?*) die Grésse der Hall- 
konstanten herabgesetzt wird, wenn auch die noch nicht ionisierten 
Ladungstriger im Stérniveau eine nicht mehr vernachliassigbare 
Beweglichkeit aufweisen. 

Aus der Tabelle geht hervor, dass nur ungefiahr der fiinfte Teil der 
zulegierten Bi-Atome in das Zinngitter eingebaut wurde. Diese Aus- 
sage wurde bestitigt durch die Messungen von Buscu und Moossr 
(loc. cit.), die auf ihnliche Zahlen fiihren. 


7.52. Verunreimigung durch Mg-Atome. 


a2-Sn mit Mg-Verunreinigungen ist ein Elektronenleiter, dessen 
Hallkonstante im Gebiet der tiefen Temperaturen nur unwesentlich 
von der des reinen Materials abweicht. Dagegen nimmt bei hohen 
Temperaturen die Hallkonstante unter dem Einfluss steigender Le- 
gierungskonzentrationen deutlich ab. 

Wir schliessen aus diesem Verhalten, dass die zweiwertigen Mg- 
Atome nicht oder nur zu einem kleinen Teil als elektrisch wirk- 
same Stérstellen in das Diamantgitter eingebaut wurden. Die Ab- 
nahme der Hallkonstanten ist als eine Folge der Angleichung der 
Elektronen- und Lécherbeweglichkeit (¢ > 1) zu betrachten. 

7.53. Der Einfluss von Al-Storstellen. 

Wie stark sich die Hallkonstante andert, wenn die Verunreini- 
eungen wirklich in das Grundgitter eingebaut werden, zeigen die 
Tieftemperaturmessungen an den Praparaten, die Al enthalten. 

Nach den in Figur 3 zusammengestellten Resultaten nimmt die 
Hallkonstante im Stérleitungsgebiet proportional dem Anteil an 
zulegiertem Aluminium ab. Wie die Tabelle zeigt, ergibt die Aus- 


1) C. S. Hune, Phys. Rev. 79, 727 (1950). 
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wertung eine befriedigende Ubereinstimmung zwischen der Anzahl 
der zulegierten Al-Atome und der Akzeptorenkonzentration, wie sie 
aus der gemessenen Hallkonstanten berechnet wurde. 


Entsprechend den grossen Lécherkonzentrationen sind die Pro- 
ben Al22 bis Al24 schon unterhalb 200°K ziemlich stark entartet. 
Der Einfluss geringerer Stérstellenkonzentrationen ist dargestellt 
in Figur 4 an den Proben A131 bis Al34. Da das Ausge :ngsmaterial 

x-Sn2 und «-Sn3 einander fast vollstandig entspricht, kénnen die 
nerd Reihen zu einer einzigen Legierungsserie zusammengefasst 
werden. Interessant ist der schon i in 8.1 erwahnte Vorzeichenwechsel 
der Hallkonstanten zwischen den Praiparaten Al32 und A133. Fir 
die Probe A133 ist entsprechend dem Verhalten im Ubergangsgebiet 
von Stér- zu Eigenleitung ein Vorzeichenwechsel zu erwarten bei 
ungefahr 285°K. Da in diesem Temperaturbereich die Lécher- und 
ae praktisch schon fast gleich gross ist, er- 
gibt sich aus 7.2, dass auch die Beweglichkeiten anniéhernd gleich 
gross sein miissen. Dies entspricht aber dem in 7.2 berechneten 
Beweglichkeitsverhaltnis von 1,2 fiir «-Sn2. 





Stérstellenkonzentration Art der 
untere Grenze | obere Grenze Stoérltg. 


Bez. Leg. konz. 


a-Sn 1 — | Wet om * 
«-Sn 2 — 3,0 - 1017 ; Elek- 
a-Sn 3 — 3,0 - 1017 | unsicher tronen- 
Al 31 4,0- 1027 em-3 | 3,0- 1017 

1,6 - 1018 2,4 - 1017 2- 1018 em-3 


leiter 





3,0- 1018 cm-3 | 2,0- 1018 cm- - 1018 cm-? 
6,3 - 1018 4,8 - 1018 - 1018 

6,3 - 1018 | — | — Locher- 
1,2- 1019 | 1,1 - 1019 | - 1019 leiter 
2,6 - 1019 | 1,8-10* 3,5 - 1019 
6,5 - 1019 4,5 - 1019 8,8 - 1019 











Fiir die Proben Al 22—Al 24 ist die Entartung beriicksichtigt im Fall der ther- 
mischen Streuung. 

Mit steigender Stérstellenkonzentration nimmt die Aktivierungs- 
energie entsprechend der beginnenden Uberlappung der Wellen- 
funktionen der Stératome ab, um bei ungefahr 2 - 1019 cm-® ganz 
zu verschwinden. Eine semiquantitative Erklarung findet sich in der 
Arbeit von Pearson und BarprEn?) tiber den Leitungsmechanis- 
mus des Siliciums. 


=) G. L. PEARSON und J. BARDEEN, Phys. Rev. 75, 865 (1949). 
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7.54. Der Einfluss der unvollstindigen Umwandlung B > « 
auf die Stérstellenkonzentration. 


Den Einfluss einer Warmebehandlung auf die Grosse der Hall- 
konstanten (und damit auch auf die Stérstellenkonzentration) zeigt 
Figur 18. Diese Messungen wurden ausgefiihrt an spektroskopisch 
reinem «-Sn1 (Hallkonstante, Kurve 1). 

Das Praiparat wurde nach der 1. Messung in 10 min auf 30°C 
erwarmt, anschliessend waihrend 10 min auf dieser Temperatur ge- 
halten und dann sofort in fliissigem Stickstoff abgeschreckt. 

R 


, 


cm? 


Ob 
200 


100 5 


50 
JO 








Fig. 18. 
Einfluss der unvollstindigen Umwandlung in «-Sn auf die Grésse 
der Hallkonstanten. 


Aus der folgenden Messung wurden die Punkte der Kurve 2 be- 
stimmt. Ein Vergleich mit der Messung 1 zeigt, dass die Hallkon- 
stante um einen Faktor 1,6 abgenommen hat. Also ist die Stérstel- 
lenkonzentration um den gleichen Faktor gestiegen. 


Zwischen Messung 2 und 3 wurde das Praparat in 3 min auf 30°C 
erwairmt, wieder 10 min auf dieser Temperatur belassen und an- 
schliessend wieder in fliissigem Stickstoff abgeschreckt. 

Durch diese zweite Temperaturbehandlung ist die Hallkonstante 
erneut um den gleichen Faktor verkleinert worden, und zudem ver- 
lauft die Kurve nunmehr bei den tiefsten Temperaturen fast vélhg 
horizontal. 

Wahrend 83 Std. wurde die Probe anschliessend bei ungefaéhr 
—70°C aufbewahrt und dann wiederum gemessen (Kurve 4). In 
dieser Zeitspanne ist die Stérstellenkonzentration um den Faktor 
1,8 zuriickgegangen. 
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Es scheint uns, dass es mit dieser einfachen Methode im Falle des 
grauen Zinns méglich ist, fiir kiirzere Zeit beliebige Stérstellenkon- 
zentrationen zu realisieren und auf verschiedene Arten zu unter- 
suchen. 


7.6. Die magnetische Widerstandsinderung bei tiefen Temperaturen. 


Da in diesem Temperaturbereich normalerweise nur noch eine Art 
von Ladungstragern beriicksichtigt werden muss, geht 6. 24a iiber in 
B a (pP \3 ha 
3(T) = (R,, 0) | 
eine Beziehung, die schon von Frorniicu!) angegeben wird. Fiir 
die reinen Streutypen ergibt sich: 


7.61. Thermische Streuung. 


In diesem Falle ist, wie schon friiher gezeigt wurde, 


3/73 — 92/16 und 12/7? = 32/8, 


es 4 
so dass B(T) 


—~ (Ry’ 9)* = (0,61 - b)?. 

Nach dieser Gleichung wurden die von uns frither veréffentlichten 
Angaben iiber die Beweglichkeiten berechnet (BW2Z., loc. cit.). Da 
im Tieftemperaturgebiet, wo wirklich nur mit einer Tragerart ge- 
rechnet werden muss, die thermische Streuung sicherlich nur einen 
kleinen Beitrag zum ganzen Streuprozess liefert, ist die Berechnung 
grundsatzlich falsch. 


7.62. Strewung an ionsierten Stérstellen. 


Bei diesem Streuprozess ist, wie auch schon erwaéhnt wurde, die 
mittlere Relaxationszeit proportional der dritten Potenz der La- 
dungstrigergeschwindigkeit. Fiir die gesuchten Mittelwerte erhalten 
wir dadurch 

= )—: 1202 


3/73 “i 5,9 und (72/7?)? ( 


3152 )’ 
512 


Der temperaturabhingige Anteil der magnetischen Widerstands- 
anderung geht damit iiber in 


B(T) = 0,58 - (Ry +o)? = 2,16 + b?. 


Wir kénnen nun auf Grund dieses Zusammenhangs versuchen, die 
berechneten Werte der elektrischen Leitfahigkeit zu kontrollieren, 


1) H. Froruicu, ,,Elektronentheorie der Metalle‘‘, Springer 1936. 
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und beniitzen als Vergleichspraparat Al 22. Die interessierenden Da- 
ten sind: 


B(T) = 1,6 - 108 (em)*/(Vs)? und R&R, = 0,55 em%/Clb , 
und damit erhalten wir fiir die gesuchte Stérleitfihigkeit 
o = 2,9- 103 Q-1cem-!, 


wahrend friiher 1,9 - 10? Q-1cm~-! berechnet wurde (Fig. 11). Die 
entsprechenden Daten fiir die Probe Bill lauten: 


B(T) = 3,5 - 108 (em)4/(Vs)? und R, = 16 em*/Clb, 


so dass daraus fiir die Stérleitung ein Wert von 1,55 - 10? Q-1em-! 
folgt, wihrend Figur 11 1,9 - 10% 2-1em-! entnommen wird. 

Die Ubereinstimmung dieser beiden Berechnungsarten ist also 
durchaus befriedigend. 


7.63. Strewwng an neutralen Stérstellen. 


Der Einfluss dieses Streumechanismus ist insofern iiberraschend, 
als itberhaupt keine Anderung der elektrischen Leitfahigkeit auf- 
treten sollte. Nach Erainsoy (loc. cit.) ist ja die Relaxationszeit 
von der Energie der Ladungstraiger unabhingig, so dass immer 
™=7" ist, was das Verschwinden von B(T) zur Folge hat. Das 
eraue Zinn ist wegen der ausserordentlich geringen Stérstellenakti- 
vierungsenergie leider nicht geeignet, diesen Effekt zu untersuchen, 
da die Stérstellen bis zu tiefsten Temperaturen fast vollstandig 
ionisiert bleiben. 


8. Vergleich mit friihern Messungen. 


Die erste Abschiitzung der Grésse der spezifischen elektrischen 
Leitfahigkeit resultiert aus unsern Messungen an Hochfrequenz- 
spulen mit «-Sn-Kern. Wir (BW2Z., loc. cit.) berechneten daraus fiir 
die Umwandlungstemperatur den Wert o = 4,4 - 108 Q-1cem~! und 
stellten fest, dass er sicher zu gross sei. 

Spater veréffentlichte Kenpauu (loc. cit.) das Ergebnis seiner 
Gleichstrommessungen an «-Sn-Brocken mit o = 2,5 - 10? Q-tem-1 
fiir die gleiche Temperatur. Auch dieser Wert wird vom Autor als 
nur approximativ bezeichnet, da der Querschnitt und die Elektro- 
denflichen des Brockens schlecht definiert waren (vgl. 5.3). 

Nach unsern Messungen betriigt die elektrische Leitfahigkeit am 
Umwandlungspunkt 2,7 - 103 2-1 cm-}, was zeigt, dass die Streuung 
der friihern Messungen nicht erheblich ist. 
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Verglichen mit den hier zusammengestellten Resultaten scheint 
den russischen Angaben von Bium und Goryunowa?) iiber die 
Grosse der spezifischen elektrischen Leitfaihigkeit nur ein geringer 
Wert zuzukommen. Ihre Zahlen sind mit o (20°C) = 28 2-!cm-} 
und o (—195°C) = 16,3 2-1cm-! so klein, dass angenommen wer- 
den muss, die Messungen seien als reine Strom-Spannungsmessun- 
gen an Presskérpern durchgefiihrt worden. Beim grauen Zinn liefert 
diese Methode jedoch mindestens zehn- bis fiinfzigmal zu kleine 
Werte. 

Diese Vermutung wird noch gestiitzt durch die Angaben iiber die 
Hallkonstante: Ry, (20° C) = —0,32 cem?/Clb und Ry (—195°C) - 
— 12 cm3/Clb, die in ihrer Grésse denen unserer Priparate ent- 
sprechen. 

Aus der Auswertung geht hervor, dass der Wert der spezifischen 
elektrischen Leitfaihigkeit, trotzdem die Messungen nur an pulver- 
férmigem Material ausgefiihrt werden konnten, feststeht. Was den 
Leitungsmechanismus betrifft, bestehen zum Teil noch wesentliche 
Unklarheiten. Es betrifft dies vor allem die Trigerbeweglichkeiten 
mit ihrer Temperaturabhangigkeit und die effektive Masse der La- 
dungstrager. Hier erhebt sich ebenfalls die Frage nach dem Tem- 
peraturgang der Freiheitszahlen. Eine Lésung kann aber erst ins 
Auge gefasst werden, wenn es gelingt, tiber die Zustandsdichte der 


Ladungstrager in der Umgebung der Bandrinder verbindliche Aus- 
sagen zu machen. 


Die Autoren danken Herrn Prof. P. Scuerrer fiir die Uberlas- 
sung experimenteller Hilfsmittel, ferner der Eidg. Kommission zur 
Férderung der wissenschaftlichen Forschung und dem Aluminium- 
fonds Neuhausen fiir die finanzielle Unterstiitzung ihrer Arbeiten. 


1) A. Bium und N. A. Goryunowa, Dokl. Akad. Nauk. USSR. 75, 367 (1950), 
zusammengefasst in: Physics Abstracts 1951, Nr. 3525. 





Une serie divergente en représentation intermédiaire 


par A. Petermann. 
Institut de Physique de l’ Université, Genéve (Suisse)*). 


(18 VI 1953.) 


Summary. Using Dyson’s intermediate representation which was successfully 
applied to the ®* field theory in order to remove series-divergencies, it is shown 
that, for a given normal product, the irreducible graphs of a ®4 theory are leading 
to a still divergent series. 


I. Introduction. 


L’élimination des divergences ultraviolettes par les procédés de 
renormalisation a distingué, parmi les divers modéles de théories 
de champs, trois classes, selon que la constante de couplage cor- 
respondante: 

a) posséde la dimension de l’inverse d’une longueur ; 


b) est sans dimension; 


c) ales dimensions d’une longueur. 


Ces trois classes de théories portent couramment les noms respec- 
tifs de théories superrenormalisables, renormalisables et non-renor- 
malisables, ceci en considération du succés que les procédés de 
renormalisation ont remportés dans |’élimination des infinités. 

Cette distinction semble également devoir jouer un réle dans la 
résolution d’une autre difficulté, plus réecemment découverte, celle 
de la divergence des séries de la théorie de perturbation. Il y a peu 
de temps, en effet, dans des travaux effectués indépendemment, 
Hurst!), Turrrine?) et l’auteur*) ont mis en évidence cette diver- 
gence pour des modéles du type ®* ou ®*q couplant des champs 
scalaires et appartenant de ce fait a la classe a) définie ci-dessus. 
Ces auteurs ont de plus signalé que des conclusions identiques, 
quant a la convergence, pouvaient certainement s’étendre a des 
modéles du type ®* (classe b)) ou plus généralement encore du 


*) Recherche subventionnée par la Commission Suisse d’énergie Atomique. 
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type ©" (n > 4, classe c), etc.). A premiére vue, et sans qu’il soit 
possible pour l’instant d’étendre l’investigation a des cas spinoriels, 
il semblait donc, qu’indépendemment de la classe, le développement 
de la théorie de perturbation conduisait a des séries divergentes. 


Or, tout récemment, J. Hamintron*), adoptant la représentation 
intermédiaire de Dyson®)*) de préférence 4 la représentation d’in- 
teraction, parvenait & montrer, pour un modéle ®%, que les opéra- 
teurs de cette représentation pouvaient s’exprimer en terme de 
séries convergentes, pour autant que J" + 0. 

Il devenait intéressant dés lors de voir si ce résultat était générali- 
sable 4 n’importe quel modéle de théorie, et spécialement a ceux de 
la classe b) & laquelle appartiennent les théories physiquement in- 
téressantes. 

Le but de ce travail est d’examiner une théorie simple de b) intro- 
duite par Marrnews®) et de montrer que la contribution a l’opéra- 
teur de champ @®, des diagrammes irréductibles, pour un produit 
normal donné, est une série divergente, quelle que soit la valeur 
de la constante de couplage. 


Au § 2, un bref rappel des notions nécessaires & la compréhen- 
sion de la représentation intermédiaire est esquissé. 


Le §3 est alors consacré a l’évaluation d’une classe particuliére 


de diagrammes irréductibles de la (2 n—2)ie approximation, pour 
un certain produit normal figurant dans le développement de l’opé- 
rateur de champ @, en ses constituants normaux. Tandis que la 
contribution individuelle est asymptotiquement : 


(Ooms) * 299% «p= 5* «7 -9 - 7, 


(7',: nombre positif) 


leur nombre est O(n!) et ils fournissent un terme général de série 
dont le comportement asymptotique est 


(Const)* +m” - 42”, (1.3) 


*) Essentiellement, la représentation intermédiaire se distingue de celle d’inter- 
action par la modification suivante de la densité d’interaction: 


h(x’, 4) > h,(x’, x, 4) = h(x’, 4 g(t—t’)) (1.1) 


ou les conventions de notation suivantes ont été faites: l’index g caractérise la 
représentation intermédiaire; 2 est la constante de couplage, 2 un point fixe. 
g(a) est une fonction de a définie pour a >0, transformée de LAPLAce d’une fonction 
G(I, I’), avec '= constante >0. La représentation intermédiare adoptée par 
HAMILTON est caractérisée par le choix G(I, /’’)=6(l’—-I”). Voir formules 
(2.4) et (3.1). 
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Les diagrammes irréductibles négligés ont tous une contribution 
positive et ne font qu’aggraver cette divergence. 

La discussion de ce résultat occupe le § 4. Elle fait ressortir le réle 
privilégié que jouent, en représentation intermédiaire, les théories 
superrenormalisables qui sont les seules 4 donner des résultats con- 
vergents. Par contre, la divergence de série semble plus intimément 
liée aux théories renormalisables, pour lesquelles la représentation 
intermédiaire donne des résultats aussi divergents que celle d’inter- 
action. 


2. La représentation intermédiaire. 


Introduite par Dyson, la représentation intermédiaire se propose 
le calcul d’opérateurs ®,(p) donnés par 


®,(p) = (22)-* | @,(z) e (72) dz, (2.1) 
®,(x) se déduisant de l’opérateur correspondant @(x) de la repré- 
sentation d’interaction au moyen de 


P,(x) = S-1(t) O(x) S(t) 
ou 
70 : : 
S(t) >, \v) "(n!)-* | dz,... | da, P(h,(2, ®,), Rl Xe, Bq) 0. Ryle; 2»)). 
n-O : : 9 < 
—oo —oo (2.3) 


, 


La densité d’interaction h,(z, x’), fonction des deux points x et x 
est obtenue généralement de la densité h(x’) de la représentation 
d’interaction en adjoignant en cofacteur de la constante de cou- 
plage 4 la fonction g(t — t’) définie pour a > 0 par: 


g(a) = [G(I") e-?” ar” (2.4) 
0 
avec les conditions: 


g(0)=1; g(a) +0 sia+oo. 


De plus, G(J’) ne peut avoir de singularités plus fortes que celles 
d’une fonction 6 pour un spectre discret de valeurs de J’. Ainsi, par 
exemple, a la densité d’interaction: 


h(a’) = 2 42’) (2.5) 
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de la représentation d’interaction, correspond, en représentation 
intermédiaire : 


h,(x, x’) =Ag(t—t’) O4(z’). (2.6) 


De (2.1), (2.2) et (2.3), le calcul de ®,(p) se raméne donc 4 celui de: 


®,(p) = (22) -4 (i) )” (n!)~- 1 [ e-iva) da | de, Abi [ dx, S,, (2.7) 


) . . 
n= 2 i a 


S, = D’ O(a — a) O(a, — 2) 
Perm 


[h,{x, 2); [.:.fh,(2;2), O(a}): 


> étant étendue aux n! permutations des points 2... %,. Dans 
Perm 
l’exemple (2.6) que nous retenons pour fixer les idées, chacun des 2” 
produits du multiple commutateur de (2.8) comporte en particulier 
un produit JZ, de n fonctions g. Au moyen de la représentation 
(2.4), on obtient: 
co co 
H, = | GL) al, ... | AL) aT EO + ame 2.9) 
0 0 
ou chaque I; provenant de (2.4) est considéré comme un quadri- 
vecteur a direction temporelle: 


r, = (0,0, 0, I). 


®,(p) est tout d’abord développé en constituants normaux M- N[®}] 
selon les régles de Wick généralisées par Dyson pour les commuta- 
teurs multiples. Ces constituants normaux peuvent étre énumérés 
au moyen de diagrammes de FEYNMAN GAn-+4 points: 2,..., 2p, 2 
Le coefficient M du produit normal N[@®] est une somme sur tous 
les graphes dont les lignes extérieures sont adéquates au produit N. 


Les régles pratiques de calcul pour la contribution M(G) de G a M 
ont été établies en détail’) et ne seront ici que résumées: 

1° On considére tout d’abord l’expression (2.7) ou S, de (2.8) est 
simplement remplacé par 


P(h(2,), inept) @(x)) ' (2.10) 


produit chronologique habituel. 
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2° Partant du point x dans le diagramme G, on double un trajet 
connecté et simplement connecté (sans boucle fermée) en définissant 
ainsi un sens positif sur ce trajet double, & savoir celui que l’on suit 
en s’éloignant de x. Indépendemment du doublage, chaque ligne 
du diagramme posséde une direction inhérente spécifiée par une 
fleche. On peut alors définir pour chaque ligne double un index 7 égal 
& +1 selon que la fléche est dirigée dans le sens négatif ou non. 


3° Pour chaque ligne doublée un quadrivecteur A est défini, qui 
est la somme des J’ correspondant a tous les points z,; du trajet 
doublé qui sont situés en avant d’elle dans le sens positif. 


49 M(G) étant analytiquement représenté par une intégrale du 
type: 
M(G) =A | dkyy,... | dky + F(Knsy «+ hy) (2.11) 


“ 


—oo —=60 


+00 


chaque ligne non doublée du diagramme contribue 4 F' par un 
facteur: 
a=n+1,...6, (2.12) 


chaque ligne doublée par: 


| (ni(— qi = Uj; re i 1,;))? 4 x?) “E- 4=1, oe oe N <*) (2. 13) 


Le calcul des intégrales auxquelles on est conduit par ces régles peut 
se faire au sens de FryNMAN, en considérant les quantités (i4;) 
comme des nombres réels et x plus grand que toute combinaison 
des moments externes et des (iJ). Le résultat est alors une fonction 
analytique de x et des J’;. En maintenant x grand, les I’; sont ensuite 
variés continiment de leurs valeurs imaginaires pures 4 des valeurs 
réelles; puis x est amené 4 sa valeur physique. Ce prolongement 
analytique sert 4 définir M(G) 


2; Op(x; x;) I; 

2; Opa; x;) t; 

Xa [Op(%; %y") - p(x; ty )) hq 
Z,', 4” sont les deux points extrémités de la ligne portant le moment k,, la fléche 
de direction pointant de x,” vers ,’. 
{ 1 si x, = x, ou si, est situé plus avant que 2, sur le trajet doublé; 


0 p(x, x; 
a , %2) | 0 autrement. 
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3. Evaluation d’intégrales de la (2 n — 2)‘¢ approximation. 
Partant d’une densité d’interaction 
h,(a, x’) = Ag(t—t’) B4(a’) = deh“ P4(z') , (3.1) 


nous nous proposons maintenant d’évaluer toute une classe d’inté- 
grales. Elles proviennent de diagrammes irréductibles contribuant 
au constituant normal M de l’opérateur @,, relatif a la collision de 
six mésons. Un diagramme de cette classe est illustré par la figure 1. 
Les autres diagrammes de la classe envisagée se déduisent de la 
figure 1 par permutation des (n — 4) points @2... %,_, et sont par 
conséquent au nombre de (n—4)! 


Fig. 1. 

Diagramme de FryNMAN doublé fournissant une contribution 4 M, cofacteur du 

produit normal N(@(q) D(t,) D(t,’) P(t.) O(t,’)) dans le développement de ®,(p). 
Le passage d’un diagramme donné a I’intégrale correspondante 

de Vespace de Fourter s’effectue au moyen du formalisme de 

FrynmaAn-Dyson tel que nous l’avons rappelé dans DP*). L’ex- 

pression paramétrique 


1 
a-"b-l =n / z*-1(az+b(1 — 2))-*-1dz 


Uv 


est utilisée pour rendre compacts les dénominateurs, tandis que les 
intégrales sur les variables de base sont effectuées a l’aide de: 


f. (dk) it 
J (ak?+L)" — a®(n-1) (n—2) Lr? * 


*) DP. désignera par la suite la référence *) de la bibliographie. 
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Dés lors, au diagramme de la figure 1 correspondra |’expression: 


1 1 
an-1(4 7) 7-3n [24 al dts. /dz,, 


v 0 


1 l 1 1 


x | dv,... | d0q_4 | dwg... | dwy_. | dz,... | dén_g°h.y0---n-2; 


0 0 0 0 0 0 


N—1 ,n—3 
Ly l 2 


. n—2 oe an—2 
- Un-2 Ws ++ Whe» =] 


na—< 
, ow 4 es er | a —2, 
~ Cm Wm (1 Ging mn)) (1 2,.(1 Ga_1)) 
k=-1 


--n—2? 


’ 
ip 
41.2. 


(n—3) 1,1 
! ‘\2 ¢ f , “ ' 
+ (te + ty )* Gn_3)n,n + 2 (a(t +h )) Bin—3) Ia—1 °°" 


‘ (i “i (2 ie 3)? Gn—3) 1.) a tacca 2 (q(i r)) x 


chs Q) py’ ese 
< (2 n — 3) B(n—3) cer | % 
1 


qa -(t,+4,')? a 


(n—3) n—1,n—1 


of 


Les coefficients a), ), a¢, b, sont des expressions algébriques en 
les paramétres de FEYNMAN 2;, 0;, W,, 2; qui Se construisent par ré- 
currence de la fagon suivante: 

= ee 


Go) mm n—m+1°°°% 


b 


| Sa-ngg- +s Sq (1 — Seityg- - + 
(O)kL | 


Bintpase «By (d— Beceigr «sO e)i 
p , . 
Ckymm = Wr+1 1 coe Vey (1 an Ak—-1) m m) _ 


wet (d= p41 (1-81) m, +1)? | 
Lp 41 Wey (L-@@—1yk+1, k+1) 


Deum = Wr+1 [1 ~~ thas (k ba—1)1m) a 
Wyeoy A= ep — be 4y 0, p41) A= O41 — B14) m, k41)) 
1 0p Wey (L— 4 E—1) e+1, +1) 
241 O'R) m, k+1 | 
1 — 24.) (1— 4g) p41, 441) 


b; f E +1 OK) m, b+ 1 OG 1, R41 | 
pie == a4 ety ’ 
— 2] lm 1 = 2p 41 (= Ogee, e421) 


, 
An) mm “k+1 Ap) mm 
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Qorr = — [((2 m—1) a... &p_y + (2 N—3) oq... Lp + 


+32,,+1—2, Sided Lng t*>*+2y_1.-.2)*| 
oh ee r | - , 

= os (a Hf nage» Lyng Una. 0s Ong Og igse sO naa * 

= - Ln_y- . .24) — Zp. Ln —i44 (1 Fe En a5 En-1 Eng ets 


+ Dy_1---%)| 


n+ k-1 2» 
Ay rr = Wes (1 — Ver (1 = ( ee] essneh) = 


_nealtmnenl() een) 


1— p41 Wey 1 (1-a’ UPPER 
i. n+k-1 j,- 
bay ri = Wes (2 — Vet ( a eek tener) 


_ Mpa (1- pe (I-A nth *OG—ayr, x1) )O-Mep0-04 (k S| 
10,44 weya (L—@’Q—1) e+, 8-41) 
741 ret 
—%41 (1 —Gye+1, 4-41) 
+1 Myr n+1 O@y1, a 
— 241 (1-41, 441) 


, 
Qrr = *e+1 laayre— Fe 








bay ri = 2e41 lbwrs— 7 


On va dés maintenant rechercher une borne inférieure pour la partie 
imaginaire de J, 9... n-9- 


Ecrivant oo de (3.2) sous la forme: 


Ey »,..»-»=(R—iJ}-?=(R+id) (R84J%)-2, (3.4) 
avec 
a) R = 97Oy_s1at(h th )? — n—1, wi + (2 n =p” 
x (iD)? Qy_yrrt %?; 
b) J=2 ae n —3) Iq bor? (t, + ty’)a bu—s)n-1,r+ 
+ (t, 4 a a Bens), Ps 


on remarque que: 
1° R?+ J? > 0 en tous points des chemins d’intégration. 


2° J >0 pour qo, (t+ ty’)4, (te + t’)q tous positifs. En effet, les 
coefficients bj,_3)r,; sont tous positifs comme le montre l’argument 
suivant: au lieu d’écrire que 7, =I; 7,4+0,=27;...,244+...+ Dm 
= mI’, on conserve la notation J’, jusqu’a l’expression finale de 
J;,9...n—2-De plus, on assimile pour un instant les (iJ",,) & des quadri- 
vecteurs dont les composantes sont des nombres réels, soit, 4 des 
moments extérieurs supplémentaires; dans ces conditions, les 
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coefficients A(,_3) rm, Pim? On—3) mit apparaissant dans E; »...,-2 sont 
positifs. En effet, 11 ne doit pas exister de processus réels tant que 


— (X' Moments)? < z?, (3.6) 


condition pour laquelle il est nécessaire que les Qn_3) rq, rq Cte, 
soient positifs. Alors en restituant 4 (iJ",,) la valeur (imJ’), on voit 
que l’on a par exemple: 


2n—3 


, , = 
b (n—3) 1 p. b (n—3) Tj 4 - >. 
i= 


Une démonstration directe de la positivité des ajyp,.. et bir... peut 
du reste étre fournie en utilisant le schéma de l’appendice I de DP. 

Dans ces conditions, l’intégrand est positif sur tous les chemins 
d’intégration, les a,), a) figurant dans G,>...,-2 étant bornés par 
0<a)<1. 


On emploie alors une formule de la moyenne du type: 


b 


/ f(a) dx > (b—a) |Minimum de f(z) sur l’intervalle a > b], 


b> a; f(x) >0 poura <a <b, 


qui fournit pour (3.2): 


i ae ee a ee 3\)4n-8I Min; 
>a mi ; | bF-+-2¢68|-? (1/n*@—1/n*) ‘Minimum | 
de .S(k ) sur les intervalles de 1 —1/n? > 1— 1/n?}. 


"1,22. n—2/ 


ST (Ii 2..n-2 


(3.8) 


Laissant 4 une discussion ultérieure le terme FE, 9,..,-2, on peut 
chercher le minimum de kj 9...,-2 pour lequel FE, 9...,_2 serait provi- 
soirement remplacé par 1. 

Le §3 de DP est en grande partie consacré au calcul de la borne 
supérieure des 4 )mm- Dans les intervalles (1—1/n?) > (1—1/n’) pour 
chaque variable, cette derniére est trouvée inférieure 4 3/n?. En se 
reportant a (3.3a), les a.) et b:) étant compris entre 0 et 1, on voit 
facilement que, par exemple: 

, ae ra a = m—.9 ‘ 
er Qe) m,m S Un) mm 3, n?;k =m 1, m can (3.9) 
et ainsi: 
n2\4n—10 
Se --) ’ (3.10) 


0 


ce qui entraine pour hk’: 


, ~ 5 * < 
Ks 2. na > 09"-20 25°" e-an, (3.11) 
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et permet d’écrire, au lieu de (3.8): 


yn-l aot — 
[12+ %2|-le-4nn-4 [Minimum 
(42)°" * 4 


J (S12. n—2) 2 
«J (Ey 9-9) sur les intervalles (1—1/n?) >(1—1/n3) 
pour chaque variable]. 
Maintenant, en tenant compte de (3.4), (3.5a) et (8.5b): 


ee Min = _ 2(2n-3) L T; — 
~ Max (R24+J2) (2n—3)4 444 — (3.13) 
~T,I'-8n-7, *) 


Min T(E i» ee n—2) 


ot 7, est un nombre positif (2e remarque page 738). La borne 
désirée pour (3.2) est alors fournie par 


n—1 


TF (Jie. nz) > ym [l2 + x2] een T,T-3, (8.14) 


(4 men L 
Les intégrales que l’on déduit des diagrammes construits 4 partir 
de la figure 1 par les (n—4)! permutations des points 22... Lp_9, 
conduisent 4 une borne du méme type que (3.14) pour leur partie 
imaginaire. En effet, rien n’est changé dans |’évaluation du déter- 
minant: Gj 9...,-2**); de plus, le nombre d’intégrations auxiliaires, 
les constantes numériques, le signe, subsistent sans modification et 
le minimum de .7(E, ,...) s’évalue comme en (3.13), avec un résul- 
tat identique. 

Ainsi, la contribution au développement des (n—4)! diagrammes 
envisagés est asymptotiquement exprimée par: 


S(M 5) > Bang ee ot FT, Tn, (3.15) 


— f ’ ’ rg a 
qui est le terme général d’une série divergente. 

Il existe encore d’autres diagrammes irréductibles & mémes lignes 
externes que celui de la figure 1 et que nous n’avons pas discutés ; 
ici encore, on peut montrer que leur partie imaginaire est de signe 
constant, a savoir le méme que pour les intégrales évaluées au cours 
de ce paragraphe. On peut donc trouver, pour tous les diagrammes 
irréductibles de l’effet étudié, une minorante qui donne lieu a une 
série divergente. 

*) Le théoréme: b’(n_3)r, n> 1/4 n* sur les intervalles (1—1/n?) & (1—1/n*) 
utilisé dans l’évaluation de (3.13) n’est pas démontré ici. La preuve en est assez 
simple mais comporte un algébre long et fastidieux. Elle se déduit des lemmes de 
l’Appendice I de DP. étendus aux coefficients a’ et 6’ dont les indices peuvent 
‘ 0) () 
étre I. 

**) Démonstration essentiellement due 4 Hurst et THIRRING (loc. cit.). 
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4. Discussion. 


Toutes les théories de la classe b), renormalisables, comportent 
de ce fait méme une difficulté que ne présentent pas celles de la 
classe a) (superrenormalisables) dans le calcul des intégrales: les 
divergences ultraviolettes. Alors que dans le cas de deux champs 
scalaires en interaction scalaire, un seul type de diagramme (self- 
énergie de seconde approximation) conduit a une telle difficulté, 
les modéles b) ont & la résoudre en toute approximation; et ceci 
non seulement pour les self-énergies, mais pour les «vertex parts» 
a trois et méme quatre branches. Ce qui implique en particulier la 
séparation des divergences d’empiétement et complique considé- 
rablement la discussion quand elle ne la rend pas impossible. Le fait, 
par exemple, que les «vertex parts» de la théorie g®* ne sont jamais 
divergents a permis & THIRRING?) d’adopter une jauge de renormali- 
sation®) dans laquelle on n’effectue pas de renormalisation de vertex. 
Celle des self-énergies est alors aisée & accomplir. Par contre, les 
théories b) doivent extraire, par soustraction, une partie finie des 
vertex divergents, ce qui détruit, dans les diagrammes réductibles 
en terme de vertex, l’unicité de signe et ne permet plus, par la, de 
lever ’éventualité d’une convergence conditionnelle. Pour peu pro- 
bable que soit cette derniére, elle n’est néanmoins pas exclue et nous 
n’avons eu par conséquent, au cours de ce travail, aucune prétention 
de prouver la divergence d’une théorie ®* renormalisée, pas plus 
que cela n’a été fait dans tout autre cas*). Nous n’avons tenu qu’a 
donner un exemple de série divergente en représentation intermé- 
diaire et, plus spécialement, 4 mettre en évidence |’inefficacité com- 
plete du procédé J’ pour la classe b). Les résultats sont éloquents: 

En représentation d’interaction et utilisant la méme méthode 
d’évaluation, la série des termes discutés dans ce travail est mi- 
noree par: 

i. °) 
s,;> ph (Const)” 22"-2 n-4 x-2 (n—A)! (4.1) 
; 
alors que le module de la méme série en représentation intermédiaire 
est borné par l’expression: 


| S,-| > Y (Const)" 42"-2 n-41 1, I'-3 (n—4)! (4.2) 


U 


une jauge telle que la série converge pour toutes valeurs finies des moments ex- 
ternes. En effet, l’avoir montré pour une jauge particuliére (THIRRING) n’implique 
pas que cela soit vrai pour une autre, étant donnée importance que joue l’ordre 
des termes dans une série non absolument convergente. 
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dont évidemment la forme asymptotique est équivalente a celle 
de (4.1) 

Comme nous l’annoncions donc, le succés de la représentation 
intermédiaire en classe a) est spécifique de cette derniére, et non 
généralisable aux théories renormalisables qui, elles seules, ont pour- 
tant un intérét physique direct. Il nous semble que la situation 
serait méme empirée en classe c). Mais ceci sort du cadre que nous 
nous sommes fixé dans ces pages. 


Pour terminer, nous tenons 4 remercier M. le Professeur W. Pautt 
ainsi que le Dr W. Turrrine pour nous avoir signalé le résultat de 
J. HamiIntTon. 
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Optique géométrique axiomatique 
de R. Boolsky, Genéve. 
(18. VIII. 1953.) 


Modéles iconaux d’imageries parfaites. 


Un systeme optique établit une correspondance entre les rayons 
incidents et émergents, dite correspondance iconale. La méme cor- 
respondance iconale peut étre réalisée par une infinité de systémes 
optiques physiques différents. 

L’imagerie idéale de Gauss est une collinéation homographique 
de lespace objet et de l’espace image. La correspondance iconale 
qu’elle représente n’est pas compatible avec les lois de propagation 
de la lumiére dans les systémes optiques réels possédant une con- 
vergence non nulle. 

L’étude axiomatique des possibilités imageantes des systémes 
optiques et l’établissement de régles de construction exigent la con- 
naissance des correspondances iconales réelles qui accompagnent la 
formation des images. L’application successive de la construction 
de YounG ou, de la représentation analytique de la réfraction sur 
le dioptre, permet d’établir la correspondance iconale présentée par 
un systéme. Cependant, la disparition des aberrations sur une 
surface image déterminée ne caractérise pas de maniére uni- 
voque un modéle iconal. I] faut encore tenir compte de conditions 
additionnelles dont on ignore |’action sur la dépendance entre les 
aberrations. 

L’extréme complexité des représentations analytiques exige le 
recours & des approximations, qui modifient les caractéres des cor- 
respondances iconales et ne permettent pas de formuler des lois 
rigoureuses. Les performances optimales que peuvent atteindre les 
systémes optiques sont ignorées, bien que l’on connaisse quelques 
exemples d’imageries parfaites réalisées par les systemes de dioptres 
concentriques. Les méthodes analytiques sont inutilisables dans les 
systémes comportant un grand nombre de dioptres. 

Un systéme optique réalisant une imagerie stigmatique parfaite 
d’une surface objet sur une surface image en lumiére monochro- 
matique est dit «systéme parfait». Les points objets et images sont 
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en correspondance univoque-réciproque. La correspondance iconale, 
définie 4 une translation de l’espace image pres, est définie dans 
un systéme parfait par une construction géométrique généralement 
simple, dite «modéle iconal». Nous limitons nos investigations aux 
systeémes optiques axiaux centrés. 


Les modéles iconaux sont dits «fondamentaux» lorsque la surface 
image stigmatique est une surface focale. Les combinaisons de sys- 
temes fondamentaux permettent d’obtenir toutes les imageries de 
surfaces. 

Les modeéles iconaux se construisent par des méthodes ptirement 
axiomatiques. Nous admettons les postulats de propagation de la 
lumiére selon les lois de l’optique géométrique, c’est-a-dire |’exis- 
tence de surfaces d’ondes et de leurs trajectoires orthogonales dans 
les milieux optiques isotropes. La vitesse de propagation d’un élé- 
ment de surface d’onde sur sa trajectoire orthogonale est inversé- 
ment proportionnelle a l’indice de réfraction au point considéré. La 
dairée séparant les passages successifs de deux ondes par un point 
d’une trajectoire orthogonale commune est invariante sur toute la 
trajectoire. 


Théoréme fondamental de limagerie stigmatique de l’élément de ligne. 


Soit dL un élément de ligne objet, représenté par le vecteur élé- 
mentaire dl, N l’indice de réfraction dans l’entourage de cet élément 
de ligne, u, et w, les vecteurs unitaires caractérisant deux rayons 
partant d’un point de dL. 


». Soit dL’ un élément de ligne, image stigmatique de dL point par 
point, dl’ le vecteur élémentaire qui le caractérise, N’ l’indice de 
réfraction dans l’entourage immédiat de dL’, wu,’ et uy’ les vecteurs 
unitaires caractérisant les deux rayons choisis au point image, nous 
avons: 


N’ dl’ + (uy’ — tg’) = N dl - (uy — ug). 


Cette relation est immédiatement démontrée si on considére si- 
multanément des ondes sphériques et planes au moment ow elles 
passent par les extrémités de l’élément de ligne objet, ot les ondes 
sphériques prennent naissance, et & un instant ultérieur ot une des 
ondes sphériques a convergé sur un point image. (Cette démonstra- 
tion pirement géométrique est plus simple que la démonstration 
classique, utilisant le caleul des variations appliqué au potentiel 
iconal J = / ds: grad J, avec grad J = Nu.) 
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Désignons par dL la longueur de dl, par dL’ la longueur de dl’, 
par a1, &, %,’ et a,’ les angles (w,, dl), (uw, dl), (u,’, dl’) et (uy’, dl’); 
Aw = N'dL'/NdL est le «grandissement optique linéaire». II vient: 





COS a’ — COs a,’ = (COS %— COS %). 


Aa 








Cette relation exprime les conditions imposées aux rayons imageant 
stigmatiquement l’élément de ligne objet, sans faire intervenir les mi- 
heux optiques intermédiaires traversés. 

La donnée des positions des éléments de lignes objets et images, 
du grandissement optique et d’un rayon incident avec son cor- 
respondant émergent permet de construire tous les autres rayons. 

Ainsi, la donnée d’une surface objet, d’une surface image et d’une 
seule congruence de rayons incidents et émergents détermine toutes 
les correspondances iconales partielles liées aux imageries stigma- 
tiques des éléments de lignes de ces surfaces. 


Réseaux tangentiels et méridiens. 


Considérons un élément de surface df et son image stigmatique df’ 
découpés dans un couple stigmatique de surfaces. Il est évident 
qu’une onde tangente 4 df a |’émission détermine sur df’ un réseau 
de traces paralléles. En conséquence, il existe un réseau de lignes 
objets et images coupé orthogonalement par les rayons émis nor- 
malement a la surface objet. C’est le «réseau tangentiel». Le réseau 
perpendiculaire est le «réseau méridien». Une nappe méridienne de 
rayons coupe normalement les éléments de lignes tangentiels objets 
et images. 

On voit immédiatement que |’éiément de ligne image est en parti- 
culier méridien ou tangentiel en méme temps que |’élément de ligne 
objet. La transformation de |’élément de surface objet en élément de 
surface image est affine-monoaxiale ou homothétique. 

Les grandissements optiques linéaires tangentiels et méridiens 
affectés & chaque couple de points stigmatiques déterminent les 
grandissements optiques linéaires de tous les éléments de lignes. 


Modéles iconaux. 


L’imagerie stigmatique de la calotte sphérique sur une calotte 
sphérique est la plus importante. Elle comprend, comme cas parti- 
culiers, les imageries de la sphére sur le plan et du plan sur le plan. 


* 
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Par raison de commodité, le modéle iconal est défini, 4 une trans- 
lation de l’espace image preés, par la donnée de la sphére objet, de la 
sphére image, et par la donnée d’un couple stigmatique de points 
de l’axe optique avec la loi angulaire des rayons qui traversent le 
point objet et le point image. 


La combinaison de deux modéles iconaux, dans laquelle une ca- 
lotte sphérique image stigmatique appartenant au premier est super- 
posée & une calotte sphérique objet de méme rayon imagée stigma- 
tiquement dans le second, conduit & un nouveau!modéle iconal qui 
ne posséde, généralement, plus de couples stigmatiques ponctuels 
autres que le couple de sommets des surfaces stigmatiques sur l’axe 
optique. 

Les modéles iconaux fondamentaux peuvent étre modifiés par 
l’adjonction en-avant de systémes afocaux imageant stigmatique- 
ment |’infini sur l’infini, comme la lame plan paralléle par exemple. 
Il est donc aisé de passer de modéles iconaux particuliers aux mo- 
déles iconaux les plus généraux, présentant les mémes imageries de 
surfaces. Les modéles iconaux se combinent entre eux comme le 
font les dioptres, qui sont des modéles iconaux particuliérement 
simples. (Les surfaces stigmatiques du dioptre sont, l’une, la surface 
dioptrique confondue avec son image, l’autre, la surface de Youne 
opposée au dioptre de rayon N’R/N dont l'image concentrique a le 
rayon NR/N’.) 

L’identification plus ou moins parfaite de la correspondance ico- 
nale d’un modéle et de celle d’un systéme dioptrique fournit les 
conditions instrumentales. 


Modéle iconal fondamental de ’imagerie plane symétrique. 


I] s’agit ici d’un cas particulier de l’imagerie sphérique, dans un 
systeme présentant deux couples stigmatiques de sphéres. Le som- 
met de la calotte sphérique objet est le centre de la seconde calotte 
sphérique objet, la méme disposition se répétant pour les calottes 
images. Les rayons des sphéres objets tendant vers |’infini, la 
premiére surface devient la sphére de l’infini objet et la seconde 
devient un disque plan traversant le foyer objet. 


C’est le seul exemple de modéle iconal fondamental présentant 
deux focales planes. L’image focale est transformée planisphérique- 
ment par rapport 4 la sphére de l’infini. 

Les rayons disposés selon les génératrices d’un cylindre de révolu- 
tion axé sur un rayon passant par le foyer objet émergent sur un 
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cone de révolution axé sur le rayon émergent paralléle a l’axe 
optique. 

La correspondance iconale méridienne est définie par les relations: 


sin gp’ = —h/F; h’ =F sing. 


tocale 





Ce modéle iconal est celui d’un instrument idéal pour |’établisse- 
ment des cartes stellaires. Il présente aussi un intérét en photo- 
graphie, comme modeéle de télé-objectif et aussi pour la prise de 
vues et la projection avec la méme optique. 


Modéles iconaux fondamentaux des objectifs. 


Ces modéles iconaux sont des cas particuliers de l’imagerie sphé- 
rique dans des systémes ne présentant qu’un seul couple stigmatique 
de calottes sphériques. Comme l’axe optique d’un systéme non afocal 
ne peut porter au plus que trois couples stigmatiques (sinon tous 
les points de l’espace seraient collinéairement et homographique- 
ment imagés), nous pouvons imposer la présence de deux couples 
stigmatiques de points distincts des sommets des calottes sphé- 
riques. Les rayons traversant ces deux couples de points peuvent 
coincider avec ceux de l’imagerie de Gauss du systéme optique; ils 
sont alors dits «gaussiens». Les sommets des surfaces sont des couples 
de points dits «abbéiques» ou aplanétiques. 


Objectif diaphragmé au foyer objet. 


Cet objectif est astreint 4 présenter un foyer objet gaussien et un 
couple nodal stigmatique. Soit p le vecteur élevé normalement au 
rayon incident a partir du foyer objet, h’ la distance du point image 
focal a l’axe optique,  l’angle d’incidence du rayon par rapport a 
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l’axe optique et ¢’ l’angle d’émergence, nous avons (pour les rayons 
méridiens) : 
sng’ =—IpI/F; h' =F tgq, 


ou F est la longueur focale du systéme. Les rayons disposés sur un 
cylindre de révolution axé sur le rayon traversant le foyer objet 
correspondent aux rayons émergents disposés sur un cone de révo- 
lution axé sur le rayon émergent paralléle 4 l’axe optique. 

L’imagerie réalisée par les faisceaux traversant le foyer objet a 
l’incidence est une collinéation de Gauss de tout l’espace. Elle ne se 
confond avec |’imagerie réalisée par les faisceaux principaux tra- 
versant le point nodal que sur la focale image. 


Modele iconal de Vobjectif wniversel. 


Ce modéle iconal présente un couple nodal stigmatique et une 
focale image plane stigmatique. Il s’agit d’une imagerie du plan sur 
le plan, cas particulier de l’imagerie sphérique, dans lequel les 
centres des calottes sphériques objets et images ne forment pas un 
couple stigmatique. 

Les faisceaux traversant les points nodaux décrivent une col- 
linéation de Gauss. Soit » l’angle formé par l’axe optique et un 


rayon incident méridien, gg la distance du point nodal objet au 
rayon incident, h’ la distance du point image focal a l’axe optique, 
l’imagerie méridienne est décrite par les relations: 


sin gy’ =sing—IqlIcos*g/F; h' =F -tgq, 


ou F est la longueur focale. 

Les rayons incidents disposés sur un cylindre de révolution axé 
sur un rayon central correspondent & des rayons émergents disposés 
sur un céne dont la directrice est elliptique. 

Ce modéle iconal est celui des objectifs & grand champ et grande 
ouverture dits «anastigmats». En effet, la réduction de |’astigma- 
tisme des rayons principaux et l’application de la condition des 
sinus d’ABBE au foyer image conduisent, avec la condition de pla- 
néité du champ, a un ensemble de correspondances iconales qui 
tendent vers celle du modéle ci-dessus lorsque le couple nodal est 
stigmatique. 


La combinaison symétrique de deux modéles iconaux identiques 
et montés en opposition fournit les modéles iconaux des objectifs 
de reproduction, présentant un couple antinodal stigmatique de 
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plans. Lorsque les composantes présentent simultanément un couple 
nodal et des foyers objets gaussiens stigmatiques, la combinaison 
peut présenter deux foyers gaussiens stigmatiques. Cette condition 
assure le comportement le plus favorable de systémes projectifs 
destinés a travailler & grande ouverture avec des grandissements 
variables proches de l’unité. 


Systemes fondamentauz a focales sphériques. 


Soit un systéme de dioptres concentriques, la condition de stigma- 
tisme des foyers objets et images s’exprime par le systéme d’équa- 
tions: 

n 
INT .!\m — INN. W\m — INjm = __14/NJm)\/ Pm. Oo = @ 
(1/N 4. F’)™ = (—1/N, F)" = y (1/NP_,—1/NP)/RP; m =8,5,7,... 
k=1 
F’ = longueur focale image, 
F longueur focale objet, 
N,, = indices des milieux, 
R,, = rayons de courbure des dioptres, positifs pour une courbure —)—, 
négatifs pour une courbure —(—. 
Pour m = 1, nous avons l’équation de convergence. 


Ecrivons 1/N,4,R, = 23 1/N,Ry = 2/3 1/NaaF’ 


(@ — 2,') + (2 — ag’) + °° 


(2, on % )* -- (fe — 2,')* fosee 


+ 3(x, — ay’) &, @y' +3 (&y — £9") Ly Lyi +°* 


4\5 1 
qa art wall 
+ 5(xa, — ay’)? a, x,'+5 (a, — 2,') 2? 2”? 
Ecrivons encore: 


eas , ,. » ‘an sD e ae) ee | 2 
Cy = By— Lys Ly Ly = Pets Pe = NuayNu/(Ne — Ness) 


c; = € (équation de convergence) ; 


+ c}(1+3 p,) = c® (équation de stigmatisme du second ordre) ; 


LY c?(1+5 p,+5 pz) = c (équation de stigmatisme du 4° ordre). 


Le stigmatisme du second ordre est suffisant pour la pratique. 
Il est réalisable dans un systeme 4 deux dioptres concentriques. 
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Systéme a deux dioptres. 
Soit 
R, =1; 
e = (1/Ny—1/N,)+(1/Ng~1/N,)r=((1/N3-1/N4) + (1/N3—1/N9) v9)"; 
r=1/R, 
Pour 


N, = 1,618; N, = 1,78752; N,=1; 


c = — 0,058 + 0,4405 r = (— 0,06 + 0,824 r3)"* 





c3 = 0,0021/R? 
c = 0,128/R, 











Ce systéme présente une ouverture maximum relative de l’ordre 
de N,:3,9. Il est utilisable 4 l’ouverture utile 1:2,5. 


L’adjonction d’un troisiéme dioptre concentrique, divergent, re- 
couvrant la focale image, conduit & un nouveau systéme fonda- 
mental présentant des focales sphériques stigmatiques au second 
ordre. Les longueurs focales sont égales lorsque N, = N,. Si nous 
coupons finalement ce systéme par un dioptre frontal de rayon R° 
passant par le centre des dioptres concentriques et par un plan 
réfractant terminal, nous obtenons un objectif dont la focale objet 
est plane et stigmatique relativement au calcul des aberrations selon 
la dioptrique classique du 4° ordre. Ce résultat est obtenu en faisant 
coincider le point de YounG image du dioptre frontal de rayon R° 
avec le foyer objet du systéme concentrique. 


Cette construction fournit un objectif ouvert 4 F':6,5 couvrant 
convenablement un champ de 60° sans distorsion. 

Le méme systéme couvre un champ de 120° a trés faible ouver- 
ture. Il est clair que l’objectif est utilisé en position renversée, la 
focale objet primitive devenant la focale image. 


L’achromatisme de grandissement est réalisé ipso facto lorsque 
la fixité chromatique du foyer est obtenue, ce qui nécessite l’emploi 
de verres N, et N, de mémes indices, mais de dispersions différentes. 


Le systéme a focale sphérique primitif peut encore étre associé 
& une lentille concave-plane de verre Ny = N, dont le dioptre pré- 
sente son point de Youna objet en coincidence avec le centre des 
dioptres R, et R, et son sommet en coincidence avec le foyer image. 
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L’image focale se forme 4 proximité du plan réfractant terminal. 
Un plan réfractant frontal est ménagé par le centre des dioptres 
concentriques. 


Cette disposition fournit un télé-objectif ouvert 4 F':2,5, aussi 
bien qu’un grand-angulaire, mais, la fixité chromatique des points 
nodaux n’étant pas réalisable, l’achromatisme de grandissement est 
défectueux. 


En l’absence de plan réfractant terminal, cet objectif présente 
une bonne approximation du modéle iconal de l’objectif universel. 


Les objectifs usuels dérivent souvent de combinaisons de lentilles 
possédant chacune un couple stigmatique sur l’axe, comme la lentille 
convexe-plane dont le plan réfractant traverse le centre du dioptre, 
la lentille mince et la lentille d’Amret. 


De maniere générale, les dioptres d’un objectif doivent former un 
systéme afocal lorsqu’ils sont déplacés et amenés en position con- 
centrique. Cette condition est celle «d’homomorphisme» ou «planéité 
de champ». 


L’usage de lentilles présentant directement des points stigma- 
tiques permet de réaliser simplement le stigmatisme des points 
nodaux et une imagerie principale gaussienne. Le stigmatisme et 


l’aplanétisme du foyer image est d’une réalisation plus délicate que 
dans les deux exemples choisis, construits 4 l’aide d’une composante 
fondamentale sphérique et d’un «dioptre redresseur». 


Les systémes relativement simples construits a l’aide de lentilles 
présentant des points stigmatiques et 4 l’aide de composantes sphé- 
riques et dioptres redresseurs se calculent plus facilement par les 
moyens analytiques classiques et équivalents. (Ces méthodes sont 
exposées dans un ouvrage non encore publié, traitant de la Dioptrique 
axiomatique.) Les conditions imposées conduisent 4 une réalisation 
approximative de l’imagerie du modeéle de |’objectif universel. 


Par contre, l’identification directe de la correspondance iconale 
d’un systéme de dioptres et celle d’autres modéles d’objectifs con- 
duit & des combinaisons optiques nouvelles. 


Je me bornerai ici & la donnée des expressions utilisées pour la 
représentation de la correspondance iconale méridienne du dioptre. 
Les développements en séries de ces expressions permettent d’appli- 
quer la récurrence et d’obtenir des expressions utilisables pour la 
représentation de la correspondance iconale d’un systéme de di- 
optres. 
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Fonctions iconales du dioptre. 


Soit y l’angle d’un rayon incident méridien avec l’axe optique, 
y’ langle du rayon émergent correspondant avec l’axe optique, 
X la distance algébrique du centre du dioptre au point ot le rayon 
incident coupe l’axe optique, X’ la distance du centre du dioptre 
au point de l’axe coupé par le rayon émergent, nous avons: 





sin g’ = Q* sin p 
X’ = M*¥X 
M* = 1/K Q* 
K =N'/N 











Q* = 


V(R/X)?-sin? ¢ (cos p-V/(R/X)?-sin29)?- (cosp-V/(R/X)?—sin® g)V K2R2/X*—sin? p 
K(R/X)? ae a 





Nous écrivons encore 
1/X’ —1/R = K*(1/X — 1/R) 
U=xX—R; U'=xX'—R 
1/U’ + 1/R = (1/K*) (1/U’ + 1/R) 


Q* = 1+ X(1/K—1)/R + +sin® (1 —1/K) (1—X/R) x 
x (1+.X/KR) X/R+-° 


1/X’ = (1+ X(\/K—1)/R + 5 sin® y 7 (1/K—1) (X/R—1) x 


x (X/KR+1) + ae 


Désignons par C;, la distance du centre du (k — 1)¢ dioptre au k*, 


, ae “s —* 
Xusy = Xp’ —Coyy3 SIN Px’ = SIN Px yy» 
soit 


sin p,’ = (17 Q;) : sin 9, 
le calcul de JT Q*, fournit finalement une relation de la forme 
sing,’ = sing,—I po I/F +G: sin? gp I po I/F. 


En effet, J7 Q?, calculé avec les valeurs paraxiales X?, ne dépend 
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que de la distance du point de l’axe considéré au point nodal objet 
et sin gy, = — 1 po 1/Xo. 


IT Qe = (11 Q}) + Asin? y, +++ 


Les principaux modeéles fondamentaux d’objectifs sont done uni- 
quement différenciés par la valeur de G, si on se contente de l’ap- 
proximation du second ordre par rapport a sin q. 


G = 1 caractérise V'objectif universel, 


G = 0 caractérise Vobjectif parfait (a foyer objet gaussien) 


La prise en considération des termes du 4° ordre impose une con- 
dition identique de disparition de ces termes pour les deux modéles 
iconaux. 


G est une fonction extrémement compliquée de X, et des para- 
métres instrumentaux. On ne peut généralement lui donner une 
allure constante que dans un domaine limité de valeurs de X,, par 
exemple pour les grandes valeurs de X, dans un objectif de grande 
ouverture, et si possible, simultanément pour les valeurs correspon- 
dant a X¢ petit; cette condition améliore le comportement du sys- 


y 


teme a grand champ. 


Concluons par l’énoncé du résultat obtenu: Toutes les aberrations 
résiduelles du second ordre présentées par un ensemble dioptrique ne 
dépendent que des variations de la fonction G(X,) par rapport a la 
valeur constante qui lui est imposée par le modéle iconal choisi. Si nous 
incluons dans G(X,, sin? g,) les termes d’ordre supérieur, toutes les 
aberrations, de maniére générale, ne dépendent que de la fonction G. 
Les aberrations «géométriques», seules considérées dans cette étude, 
sont donc dépendantes. 


Il est évident que cette dépendance ne peut pas étre mise en évi- 
dence a l’aide de méthodes pirement analytiques ignorant les mo- 
déles iconaux. En effet, les conditions de stigmatisme, planéité et 
absence de distorsion de l'image focale laissent complétement in- 
déterminée la fonction G caractéristique de chaque modéle iconal 
fondamental d’objectif. 


Les aberrations de chromatisme sont également traitées par la 
méthode des modéles iconaux. Il est évident que l’achromatisme 
parfait exige la constance de F et G, considérés comme fonctions 
des indices N,. 
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Nous avons ainsi exposé les traits essentiels de l’optique axioma- 
tique et donné un appergu de ses méthodes. La théorie détaillée des 
modéles iconaux dont sont issus les exemples essentiels, les lois 
pratiques pour la construction des objectifs, l’étude des collinéations 
dans les faisceaux minces et la théorie de l’anastigmatisme, le calcul 
des points stigmatiques etc., sont des sujets trés étendus qui ne 
peuvent pas étre développés dans un court mémoire. 





Charge Renormalization and the Identity of Ward 
by Gunnar Kallén. 
Department of Mechanics and Mathematical Physics, University of Lund, Sweden. 
(12. VIII. 1953.) 


Summary. The importance of the identity of Ward for the consistency of the 
charge renormalization is pointed out. A proof of the identity is given without aid 
of perturbation theory. 


Introduction. 


Charge renormalization was introduced in quantum electrodyna- 
mics in a paper by ScHwincER‘), where it was defined in the e?- 
approximation and for the problem of vacuum polarization in an 
external, electromagnetic field. It was, however, soon remarked by 
Dyson?) that, actually, one has to deal with two different kinds 
of charge renormalization in quantum electrodynamics, in his paper 
called ‘‘external”’ and “‘internal”’ renormalization. Dyson introduced 
two different (infinite) constants Z, and Z, to take care of these 
renormalizations, but conjectured that they were possibly equal. 
Later on, it was proved by Warp?) that Z, is actually equal to Zs, 
and consequently Gupta‘) introduced only one constant in his treat- 
ment of the charge renormalization. All these authors use, explicitly 
or implicitly, perturbation theory, and each renormalization con- 
stant is defined with the aid of a power series in e?, where every 
coefficient is infinite). In the treatment of the renormalization 
technique without aid of perturbation theory introduced by the 
author®), the Gupta formalism for the charge renormalization was 
followed, and only one constant L was introduced to handle this 
problem, in other words, the identity of Warp was implicitly as- 
sumed to hold. It is the aim of the following note to make a clear 


1) J. Scuwincer, Phys. Rev. 75, 651 (1949). Cf. also V. F. WEisskopr, Dan. Mat. 
Fys. Medd. 14, no. 6 (1936). 

2) F. J. Dyson, Phys. Rev. 75, 486, 1736 (1949). 

3) J.C. Warp, Phys. Rev. 78, 182 (1950); Proc. Phys. Soc. A 64, 54 (1951). 

) S. Gupra, Proc. Phys. Soc. A 64, 426 (1951). 

5) Cf. also G. Takepa, Prog. Theor. Phys. 7, 359 (1952), where an argument 
partly independent of perturbation theory is given. 

6) G. KAtiin, Helv. Phys. Acta 25, 417 (1952), here quoted as I; Dan. Mat. Fys. 
Medd. 27, no. 12 (1953), here quoted as II. 





756 Gunnar Kallén. 


distinction between the two kinds of charge renormalization and to 
give a proof of their equivalence without aid of perturbation theory. 
The proof, which uses charge conservation for the total system over 
finite time intervals, may also be of some methodological interest 
itself. In the discussion below, the content of papers I and II is 
assumed to be known. The notation of these papers is often used 
without further explanations. 


The External Charge Renormalization. 


The definition of the charge renormalization in quantum electro- 
dynamics was given in I as 


0? 
<0 A,,(2)|k> = [8,,+ Moz] <0| AM (a) |k>. (1) 


This was shown to lead to the formula 


1 


7 ~i+8P (2) 


which can be understood as an implicit formula for L. The physical 
meaning of this somewhat abstract formalism is perhaps better 
understood after a discussion of the vacuum expectation value of 
the current operator in a system with a very weak external field. 
It was shown in the appendix of I that this quantity can be written 


; ; , 1 er . 
Ol 4(2) 10> = gine [dp oH" (p) € (D”) (3) 


where 


ia 


F(a) = oar | dp e'?* j°*'(p) = the external current (4) 


and 
e(p*) = 1— IT (p*) + 1(0) —ixe(p) I (p?) = 


= the “dielectric constant of the vacuum”’. (5) 


The term //(0) in (5) is a direct consequence of equation (2) and of 
the introduction of the renormalization term 
; 0? A, (2) 

— L(OA, (2) — 6 

4\C] ul ) Oxy OX, ( ) 

in the definition of the current operator. Since the function J/(p?) is 

equal to zero for —p? <0, it follows that the dielectric constant 

of the vacuum is normalized to one for a light wave as a consequence 

of the charge renormalization. This shows the connection with 

ScHWINGER’s way of defining the charge renormalization and corre- 

sponds to what Dyson calls ‘‘external” charge renormalization. 





Charge Renormalization and the Identity of Ward. 


The Internal Charge Renormalization. 


A quite different way of defining the charge renormalization in 
quantum electrodynamics would be to normalize the expectation 
value of the charge operator Q 


Q = —i/ dx 7, (2) (7) 
to e for an one-electron state’). This corresponds to the “‘internal’”’ 
charge renormalization of Dyson?). In order to discuss this point 
in more detail we note the following formulae in II (equations (23), 
(24) and (53)): 

4 ix 1 2 : N\O ae N-1 , 
<Olj,1a.9°>= <0] 7 14,4°> le(q+4')*)+2 (=z |+ 
+ £60] yl q> Aas 4) <0] y| a> 

| ( ry : 4\9 oie N-1 P "\ 6 P 

Oli 1a4 in +q')*)+25-7-+R ((q+q)’)|+ 

+ se S((4+)?) (4.—4;) <0] 9 | q> Oly] >, (8 


2m 
where 


Ce ef [ap dp’ e'P indie N2 O(a 3) 0 (24) ae 


[7,,(a), 7 (4)]} | 0> — N20 (a8) 6(34) <O|[j,,(2), {F (3), 7(4) }] | ( 
L 


—Qie(N—1) ~~; 544744 (#8) 6 (34), (9) 


e(p?) is the function defined in equation (5), and where the functions 
R(p?) and S(p?) are defined with the aid of equation (8) above (or 
with the aid of equation (53) in II). From equation (22) in II we 
also conclude 
My , ( , N- 1 , 2 
<qljula’>=<aliv la e ((q’—9)") +25 +R(q —9")| + 
+5 S((q —9)?) gi. +4.) <a] 90> <0] yg 
*¢( as , “6 N-1 , 9 
<q lil q’> le((a —@*)+ 2 =, + R(¢—@*) + 
+ S((q¢—4)*)| +z—8 das (—4,) <a|y|O> x 
x (1, %u— VX) Ol yg (10) 


In equation (10) both |q> and |q’> are one-electron states. The 
state |q’> in equation (8) is a one-positron state. If we put uw = 4, 


2) For the definition of particle numbers cf. I and G. KALLEeN, Physica 19 
(1953). 
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|q> = |q’> and integrate over three-dimensional space, we get from 
equation (10) 


q|Q|q>=—i/d?a<q|i|q>[e() +2727 + RO) +8] = 


=e|1+2 


et + R(0) + 8(0)] . (11) 


It now appears that the condition «(0) = 1, which followed as a 
consequence of the charge renormalization, is not in itself sufficient 
to ensure the value e for the one-electron expectation value of the 
charge operator. To achieve this we must further have 


N-1 


R(0) + 80) =—25-. 


(12) 
Equation (12) corresponds in our notations to the identity of Warp. 

One might be inclined to think that equation (12) could be under- 
stood as a consequence of a conservation of the charge of the state 
|q> from — co to the time 2. However, such an argument is not 
quite convincing. If the limit t > — co is performed in the formalism, 
certain formal prescriptions, usually described as an adiabatic 
switching off of the charge, have to be used to give the limit a well- 
defined meaning’). It appears at least doubtful to use a charge 
conservation for infinite time intervals under such circumstances. 
It has further been shown by ScuwinceER§) with the aid of an 
explicit calculation that one easily gets contradictions after a care- 
less use of charge conservation over infinite time intervals. On the 
other hand, the argument given in the next section will prove 
equation (12) as a consequence of charge conservation over finite 
time intervals. The result of our analysis can then be interpreted as 
a conservation of the quantity <q|Q|q>/e also during the switching 
on process. 


Proof of Equation (12). 


We start by putting uw = 4 and integrating over three-dimensional 
space in equation @) 
ae | [ap dp’ inlet —20)~i0s sea bigs p'ye®"-2") Aq(p' ; p) = 
= 1 N?0(x3) 0 Brie Q, #(4)]}|0>— 
— ‘a [Q, oe ), 7(4)}] | O>— 


— 2 ie (N—1) Sy Ys pe 8 (x, — all) . 


8) J. Scuwincer, Phys. Rev. 76, 790 (1949), appendix. 





Charge Renormalization and the Identity of Ward. 
As the operator Q is a constant of motion we can write 


[Q, #(3)] =—i [a®e[jq(2), f(8)] =—e f(8) (14a) 


mS 
X = X% 


[Q, #(4)] = ef(4) . (14b) 


and 


Note that only the time independence of the operator Q over the 
finite time intervals 2,— a#!! and 2 — alY is used in the argument. 
With the aid of equations (13), (14a) and (14b) we obtain 


aye! | ap dp’ oO + (05-w) (2) 5 — py’) Ay(p's P) = 
ie N20(x3) — 0 | {7(3), F(4) }| O>— 
—2ie(N—1) = © 1748(84) 8 (a1 al) (15) 


Multiplying with e* and integrating over 2, we get 


a {dp eiP (34) + igo ay A,(P, Po—Q; p) = N? [ daryei%* 6 (x3) 0(x4) x 


eta rome © , ign i 
x <0| {7 (3), 7(4) }| O> —2(N —1) (oy 74 9(84) ec . — (16) 
From the formula 


= = — + 1[0(34) + 


+0 (48) eit ("-=0')] p | gina (17) 


qo 


[ dat, e!4* 9 (x3) (x4) 


we obtain 


et ip (34 2 -1 [ay Pe y 
(amr | 44(P+ Po— do; p) dp e'? aN 5 (do) eax | Pe?” x 


p) {21 (p?) + (iyp + m) ,(p®) } — 
ane | 4 ei? (3915, (p?) + (iyp + m) E2(p*) + 
+ ise (p) (24 (p?) + (iyp + m) 2, (p?)) — 
£1 (P?—(Po— 40)*) —[i(vePe + t74(Po—Go)) + m] x 
¥2(p?— (Po—do)?) + ive (p—g) (21(P?— (Po—4o)?) + 
4 iG Pu + ivs(Po—4)) + 2] Z2(P* — (Po—ae)*))} * 
« p4 —2(N—1) _- V4 ear | dp e'? 4) | 


qo 
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Equation (18) can be solved directly for A,(P, po — qo; p). The re- 
sult is 

= r2 { £1(P?)— F1(p? +2 Podo— %”) 
Aq(P, Po— 403 P) = — N2 | AUP Ea  Pote te 
>, (p2) — F.(p2 +2 gna wt 
D2(p") ze + Podo— 1°) “ity tA 


, L 
—2(N—1) 7. (19) 


+ (typ+m) x 
x p? + 2-Poqo— a3) | — 
Equation (19) holds in the domain 

—p? <(m+ u)?; —p?—2 pogo + GS (m+ H)?. 
From our point of view, the interesting quantity is 
ie <q|y |0> Ag(qs q) <O| y | q> =(R(O)+S(0)) <q] Pl q>. (20) 
From equation (19) follows 


tog] y|0> Ag(qs g) <0 | y|g>={N2[2m E; (—m*) + 


+ E,(—m)]—25=7-L} ql lq>. (21) 


(Note that 
<q| yp |0> qo <0| yp | q> = meq | yp | 0> 74 <0| py] qd). 


Using the definition of R(p?) and S(p?) we conclude from I equa- 
tion (75) 
L 


R(0) + S(0) = N2(2m ¥,(—m?) + ¥,(—m?)]|—2(N—1) >-; = 
N-1 


+ 


(22) 
Formula (22) is identical with (12) and we have now proved the 
equivalence of the ‘‘external’’ and the “‘internal’’ way of defining 
the charge renormalization. 
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Summary. It is shown that angular correlation measurements are well suited 
for the determination of the magnetic moment and the electric quadrupole coupling 
in short lived excited states. Formulae and graphs are given for various experi- 
mental arrangements and spin values between 1 and 7/2. The influence of finite 
resolving time and delayed coincidence measurements is discussed. Sample calcula- 
tions are made for the well known case of Cd11!, 


Introduction. 


For the study of nuclear structure and to aid in decision between 
different nuclear models it is of importance to obtain information 
about the different nuclear moments. These — the angular momen- 
tum, the magnetic moment and the electric quadrupole moment — 
can be obtained for stable nuclei by well known methods such as 
optical spectroscopy and nuclear resonance. These methods are 
applicable with limitations for long lived isomers but are inadequate 
for short lived excited states. The spin of such excited levels can be 
determined by the methods of nuclear spectroscopy (nuclear reac- 
tions, 8 and y spectroscopy). Angular correlation measurement is 
an especially helpful tool provided that it is not influenced by extra 
nuclear fields. The investigation of such an influence gives on the 
other hand information concerning the nuclear moments. DEutscH!®) 
first pointed out that the magnetic moment of an excited state can 
be determined by measuring the angular correlation as a function 


*) U.S.A. National Science Foundation postdoctoral fellow, on leave from 
Argonne National Laboratory. 
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of an external magnetic field. This experiment has been carried out 
by the Ziirich group?)*) in the case of the first excited state of 
Cd111, Recently the same group has shown‘)®)1%) that the electric 
quadrupole interaction can be investigated by analogous experi- 
ments. By embedding the active atoms in crystals they measured 
the quadrupole coupling for the same level of Cd!?. 


The theoretical base of the experiments was given in an earlier 
paper’). The there used formalism is very general and an explicite 
formula is given only for one special case. Therefore it was considered 
to be worth while to collect the formulae for various experimental 
arrangements for the determination of magnetic and electric nuclear 
moments. The sensitivity of different proposed methods will be 
especially discussed. 


When the angular correlation is measured between two nuclear 
radiations which are emitted successively, the correlation function 
W (ky, kes) is defined as the relative probability for the emission of 
the first radiation in the direction k, and the second radiation in the 


direction ky. Any undisturbed correlation function can be expressed 
as a series in even Legendre polynomials: 


W(0) = Dd’ Aix Px (cos 0) (1) 


where @ is the angle between k, and k,. The coefficients A,, depend 
on the type of the two radiations and on the spins (and parities) of 
the three levels involved. They are tabulated for nearly all interest- 
ing cases®)12)15)16) . 

In this paper we will restrict ourselves to the important case of 
unpolarized y—y correlation. In the last section some other possible 
correlation experiments will be discussed. While no other restric- 
tions are made on the formulae, numerical tables will be given for 
cases involving no higher multipole orders than quadrupole. 


Formula (1) for the correlation function may be completely 
changed if extra nuclear fields act during the lifetime t of the inter- 
mediate state. To have a measurable influence the interaction 
energy 4H must be of the order #/t. The available field strengths 
restrict the measurement to cases where Tt is longer than about 
10-® sec. In the next section we will derive a general formula for 
the influenced correlation function. This influence depends on the 
geometry of the experimental arrangement and on attenuation 
factors G which describe the mechanism of the interaction. We will 
restrict ourselves to fields with axial symmetry. The magnetic 





Measurement of Nuclear Moments of Excited States. 763 


moment may be determined from its interaction with any magnetic 
field. The simplest experimental procedure is to apply an external 
magnetic field and to measure the correlation as a function of the 
field strength. For an analogous measurement of the electric qua- 
drupole moment no sufficient field gradients are available. One may 
however use the highly inhomogeneous fields in crystals. According 
to the previously mentioned restriction our theory will be applicable 
only for crystals with axial symmetry*). 


General Theory. 


For the base of the theory we refer to an earlier paper by one of 
us’). The here used notation is in general the same. By J,, I, I, we 
denote the spins of the three levels involved and by L,, L,’ and 
L,, L,’ the multipole orders of the (in general mixed) first and 
second radiation. 

For the correlation function, i.e. the relative probability for 
emission of the two quanta in the direction ka» kg we write: 


Wk ike) "fe D>) (Ar | Ailke 1)| Bm) (B m( (é) |He(ke )|C>) 


™m 


= 2) (Ai|Hy|Bm) (Bm (E)|Hs| Cy) (A1|Hi|B,y)* (Bm-(f)|Ha|Cs)*- (2) 


lpmm’ 


Because of the finite lifetime t of the intermediate state we write 
for the wavefunction B,,(2, t): 


By(E; t) = By(Z) com’ et2*; Fm — w, (3) 


Introducing this expression in the preceding formula, we get: 


Wk; ke: t) as Ps (A,|H,|B,) (B,|H3|C>) (A,|H,|B,,,)*( 


lpmm’ 


|H|C,)* 


By 


x e—l/t—-i(om—oOm’)] t (4) 


Wks, less t) is then the correlation between the radiations when 
only particles with a fixed delay ¢ between the first and the second 


*) Axial symmetry of the field in this connection means that the tensor ellipsoid 
of 0?V/dx; 0x, is rotational symmetric. 
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particle are detected. By integrating over ¢ from 0 to co we get 


GoERTZEL’s formula?) : 
co 


W(Fiy, ka) =— | Wk, ka, t) dt 
d 
= DF (Ai|Hy|Bm) (Bm|He| Cr) (A1|Hy| Byy)* (By |He| Cy)* 
lpmm’ 1 
x - , (5) 


i= i(m —Wm)T 


In practise one may cut off quanta with too short or too long a 
delay. We can describe this cut off by a function ¢(t) which gives 
the probability for the detection of the two particles with a delay t. 
We write the integral: 

foe] 

[ f(t) eLlt—t (am—m/)] tdt 

0 : = Ae[(®m- Om’) T] (6) 

co 1- i (Wyn — Wy’) T 
(the! dt 
0 

The function H,-(£ m) is calculated in a later section of this paper 
for a number of interesting cases. By introducing the abbreviation 
Lm, m! = (Om— Om) T We have the generalized formula of GoERTZEL 
in the following form: 


Wiley, he) = SY (Ai |Hy| Bm) (Bm |He| Cy) (Ai |Ha| By) * (Buy [Hol Co) 


lpmm’ 


H; (®mm’ -. (7) 


x 
1-iz 


m ay 


The method of the Racau algebra can now be applied. For an 
unpolarized arbitrary correlation we get then: 
, i : = 1 7 7 
W(ky, kg) = D* T™ IT* [I Th*: — —_.. Y# (k,)- Y-£(k,). (8 
( 1 a) = “ y2k,+1/2k+1 k,( 1) f( 2) ( ) 
LB 
The abbreviations I, IJ, IJ have the same meaning as in reference) : 


i V2k, k,+1 2th are —1)i- WL I, k, L,'/L,1) 
™ Diow Be ee PYM ( (0) (—1)4-4} 


= Vakat+1 2 Br, Bry (A)o 7? WT Ty kg Le’/Le 1) 
. Scns fen ot Oe (1), }, 


of m Im 


Roke 2I+1 Chik: — min Comin 
SE = TapetyREeT OF EE atte eam). 
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We introduce the coefficients: 
. . 1 
A,,,,= T* IT* 


(10 
V2 k,+1/2k,+1 (10) 


and we write the principle formula neglecting the constant factor 
21+1, 


k ky) 1 


Wa Ma) ~ fy An Se ak +1 V2 k+l Yi, (ha) Yas" (lea) - (11) 


i 

For a general arrangement, illustrated in fig. 1a, we rewrite formula 
(11) by introducing the angles #, gy, 0. By a simple calculation we 
get from the spherical triangles in fig. 1b the following relations: 


cos « = cos # cos w 


cos B = cos # cos(O—¢q) 
cosO — cos « cos B 


= y 


sin « sin B 


Fig. la. 
General arrangement for the case of an axial symmetric field (in the direction ¢). 
ky and ky are the directions of the first and the second ray, x the normal to the 
plane defined by ky and ke 


For axial cee! fields we get: 
W(3, v, O) = a hia (2 ») 2 Aj x, Gin Ni* Ph (cos 3 cos ¢) 


x Ph ak 3 entities q )) )) eu 
+ &(2) €2(1) D? Ane, Gi Ni* P'2(cos 8 cos @) 


ki ko 


x Pl (cos 3 cos (O — p)) e-™ "| (13) 


Nha ky — ]/ (hi— )! (hem)! 
" - / (ky +p)! (ka+p)! 


‘Fs is the normalization factor of the Legendre polynomials and 
é,(k) is the sensitivity of the counter 7 for the radiation k. 
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We can simplify formula (13) if we make the two following re- 
strictions: 

1. We assume e,(1) « €,(2) = e,(2) - e,(1) (this means in practise 
that the counters are equally sensitive) —or—we assume the inter- 
action to be pure electric. 

2. We assume the interaction to be pure (electric or magnetic) 
—or— we take for one of the angles # and 9 only the special values 
0 and 2/2. 

If these two conditions are fulfilled only the real part G of the 
attenuation factors G enters in the formula and we get: 

W(8, 9, O) ye py Ay, x, Gi Nb™ Ph (cos 3 cos ¢) 
=, 


x P(cos 3 cos (O—¢)) cos uy. (14) 


For the evaluation of (14) one has to sum over yu (taking the terms 
where uw + 0 twice) and over both k, and k,. Furthermore one has 
Ghk: — §, ,, whereas all the other attenuation factors are given in 
a later section. 


' 
' 
\ 
' 
' 


n 


Fig. 1b. 
The spherical triangle from which the relations (15) are derived. 


Since formula (14) is rather complicated to be used for comparison 
with experiments we give here explicite formulae for two special 
cases for O, namely W(8 px) and W(#yz/2). The anisotropy 


e= W(dpa)/W(8 oa/2) —1 


may be obtained from these functions. 
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For y-radiation with no higher multipole order than quadrupole 
we have then: 
W( px) = dy + az cos? F cos? p + a, cost F cost p 
+ a, cos® d cos® m + ag cos® # cos’ p (15) 
W(8 y 2/2) = by + by cos? F + by cos* 3 + bg cos* 3 cos? — sin? p 
+ Diy cos® 3 cos? —~ sin? p + by, cos® 3 cos y sin* y (16) 
where the coefficients a, and b, are tabulated in table 1 and table 2 
These formulae will be used in the next section to discuss some 


special arrangements. 
Table 1. 


W (8px) = ay+a, cos? & cos? p+ a, cos! # cost p 
+d, cos® # cos® y+ ag cos® # cos’ 


1/4+ 3/45") + (Agy+ Ags) (- 1/8 - 15) G5" 
9/64+ 5/16 GS* + 35/64 G{*) 


/ 


Ay = 1+ Ag ( 
+ Ag, ( 
Qg= Age (—3/2+3 GY? —3/2 GE) + (Aogt Age) (—9/2/5/6 G3* + 9/8 15 GZ*) 
Ay, (— 45/16 + 45/8 GY* — 5 G3‘ +35/8 G3* — 35/16 Gt‘) 
Ag (9/4—3 GY? +3/4 GZ") + (Aggt Agg) (+ 30/2 /5/6 GY* — 15/8 V15 G5") 
+ Ay, (555/32 — 255/8 Gt* + 195/8 GS* — 105/8 G$* + 105/32 G4") 
a, = (Ag+ Age) (— 21/2 /5/6 GY*+7/8 /15 G@5*) 
+Agy (— 525/16 + 455/8 Gt* — 35 @S* + 105/8 @}* — 35/16 @4*) 
Qg= Ag, (1225/64—245/8 Gt + 245/16 GS* — 35/8 GS* + 35/64 Gt") 


+ Aggy 


a, = 


Table 2. 


W(@ p2/2) = by +b, cos? + b, cosh + b, cost cos’ sin*p 
+ by) cos®*# cos*— sin’ + b,, cos*# cos! sintp 


by = 14+ Age (1/4—3/4GQ") + (Aggt Ags) 1/8 V15 G5" 
+ Ag, (9/64—5/16 G3* + 35/64 Gt") 
by = — Age (—3/4+3/4G5") + (Anat Age) {-9/16/15 Gy} 
+ Ay (—45/32+ 5/2 G$* — 35/32 G4‘) 
oat Age) 7/16 V15 GS* + Ag, (105/64 — 35/16 G3* + 35/64 G4‘) 
9/4—3 GY? +3/4 G3”) + (Aggt Ags) (+9/2 /5/6 G{* - 1/8/15 G5") 


+ Ag, (+345/32— 45/8G4* —15 @$* + 105/8 Gf* — 105/32 G4‘) 

oat Aga) (—21/4/5/6 G3* + 7/16/15 G5") 

+ Ag, (—525/32+ 105/8 Gt* + 105/8 @$* — 105/8 G3* + 105/32 G4") 
Ag, (1225/64 — 245/8 G{* + 245/16 G$* — 35/8 GS* + 35/64 G4‘) 


(A 
Ay, (9) 
( 
(A 
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Besides the case illustrated in figure 1 where the ¢ axis has the 
same direction for all the atoms, the case where the field axes are 
statistically distributed is also of importance. We get then the 
correlation as the average over all 9, #: 


W(0) = | W(8y6) dQ. (17) 


Physically this corresponds to the case of a crystalline powder. It 
can easily be proved that the result of the integration is: 
i m [PE [cos # cos y] Pi [cos # cos (O—¢)] cos up dQ 


1 
oe Ox, x, Px,(cos ) . (18) 


We can therefore write in this case the perturbed correlation simply 
in terms of attenuation factors G** 


W(0) = S' Ay, G** P, (cos 0) 
k 


where 
1kk 1 " kk 
Om sper |t+2 Zar, (19) 


For vanishing interaction the attenuation factors G* are just 
6,,4,» 80 that the unperturbed correlation is of the well known form: 


W(0) = X Ax P; (cos 6). (20) 


For our case we are only interested in y—y correlation. Then we 
can get the A,,,, easily from the tables of BrspENHARN and Rose’). 
For pure multipoles we write: 


A, i, Fy(L,1,]) F,,(L, I, I). (21) 


If one of the two radiations is a mixture of two multipole orders L, 
and L,’ with the intensity ratio 6? we get the A,,, from the table 
of BrEDENHARN and Rose: 


A,,x, =(|F, (Lh D+ 6? F,, (Ly 1, D) 
—26Y21+1) @L,4+1) QL,’ +1) 4, (L,L, 1, D] 
x Ff, (Le I, 1) 
and similar if the other y ray or both are mixed*). 


*) Note that 6? is the intensity ratio in the notation of Line and FatKorr!) 
and different from °). 
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Experimental Arrangements. 


Formula (14) of the last section gives the angular correlation for 
the case in which external axial symmetric fields are present. The 
correlation depends strongly on the orientation of the symmetry 
axis with respect to the counter geometry. In this section we will 
specialize the formula for several experimentally realizable arrange- 
ments. The attenuation factors G which involve the mechanism and 
the strength of interaction will be given in the next section. The 
formulae of this section are valid for correlations involving no higher 
multipole order than quadrupole and for axially symmetric electric 
and magnetic and combined fields. If the interaction is not pure 
electric, then the sensitivities of the counters are assumed to be the 


same (€,(1) - €,(2) = €,(2) - e,(1)). 


Fig. 2. 


Diagram of arrangement 1 where the field axis ¢ lies in the plane (k,, n). 


Arrangement 1. In this arrangement (fig. 2) the field axis ¢€ lies 
in the plane (k, n). The formula for this case can be obtained from 
(15) and (16) for g = 0. One obtains: 

W(a)-W(a/2)  d,cos" 8 


a W (2/2) ~ £ €,, cos” # 


where the coefficients d, and e, are tabulated in table 3. 
Arrangement 2 (fig. 3). Here the ¢ axis lies in the plane (ky Kg). 


The formula for this case can be obtained from (15) and (16) for 
3% = 0. One obtains: 


__ W(a)-Wa/2) _ Xf, cos" y 2. 
© Wap) Egy cos" @ “ 


where the coefficients f/, and g, are tabulated in table 4. 
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Table 3, 
Arrangement 1. W()/W(z/2)-1 = Xd,, cos"/ZX e,, cos"d 

dy = Agg (3/2 G3”) + (Ag+ Ags) (— 1/4/15 G3*) + Aga (5/8 G*) 
dy = Ag, (—3/4+3 GY? —9/4 G3°) + (Aggt Age) (— 9/2 V5/6 G3‘ +27/16/15 G3") 

+ Ag (—45/32+ 45/8 Gt* — 15/2 G4* +35/8 G3* — 35/32 G4‘) 
dy = Age (9/4—3 G7? + 3/4 GS?) + (Aggt Ags) (30/2 V5/6 G{* — 27/16/15 G5") 

+ Ag, (+ 1005/64 — 255/8 G{* + 425/16 G}* — 105/8 G3* + 175/64 G4") 
dg (Ag+ Ags) (— 21/2 75/6 G3* +7/8 /15 G3") 

Ag, (—525/16 + 455/8 Gt* — 35 G@f* + 105/8 Gf* — 35/16 G4*) 

d, = Ag, (1225/64 — 245/8G}* + 245/16 G$* — 35/8 Gf* + 35/64 G4‘) 


ly = 1+ Age (1/4—3/4 G3") + (Aggy + Age) 1/8/15 G54 
+ Ag, (9/64—- 5/16 G5* + 35/64 Gt") 
Ags (—3/4+3/4G5°) + (Aggt+ Ags) {- 9/16/15 G5*} 
+ Ag, (— 45/324 5/2 G3* — 35/32 Gf") 
(Agg+ Ago) 7/16 V15 G5* + Aggy (105/64 — 35/16 GS* + 35/64 G4*) 


Table 4. 
Arrangement 2. W()/W(2/2)—1 = 2 f,, cos"/X'g,, cos"p 
= Agy (3/4+ 3/43?) + (Ag+ Ags) (—1/8 15 G5") 
+ Ag, (—15/64+5/16 GS* +35/64 G4‘) 
= Ag, (—15/4+6 G7? — 9/4 GS?) + (Aggt Ags) (— 15/4 5/6 GT* + 13/16 /15 G5") 
+ Ag, (45/16 - 15/8 Gt* — 25/8 Gf* + 35/8 @* — 35/16 G4") 
= Ag, (9/2-6 GY? + 3/2 GS”) + (Aggt Ags) (57/4 5/6 G3* — 25/16 15 G5") 
+ Aq, (—475/64+ 50/8 G}* + 115/16 @}* — 70/8 GS* + 175/64 Gt") 
=  (Agyt+ Agg) (— 42/4 /5/6 GY* + 14/16/15 G5") 
+ Ay (+175/32- 35/8 G{* — 35/8 Gf‘ +35/8 Gf‘ — 35/32 Gf") 
Jo = 1-1/2 Ago + 3/8 Agg 
G2 = Age (9/4—3 G7? +3/4 G5?) + (Aog+ Ags) (— 3/4 5/6 GT* +5/16 15 G5") 
+ Aq (—45/8+15/2 G{* — 5/8 GS") 
9a = Ago (—9/4+3 GY? — 3/4 G3?) + (Aggt+ Age) (3/4 /5/6 G{* — 5/16 V15 G5") 
+ Aq (1585/64 — 305/8 Gt* + 275/16 G$* — 35/8 Gf* + 35/64 G4‘) 
Jo = Aq, (— 1225/32 + 245/4 G{* — 245/8 G}* + 35/4 G@$* — 35/32 G4") 
9s = Ag, (1225/64 — 245/8 G** + 245/16 GS* — 35/8 G3* + 35/64 G4") 
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Arrangement 3. In this arrangement the ¢ axis is parallel to the 
normal to the plane of the two counters (# = 2/2). For this case 
we give not only the anisotropy but the whole correlation func- 
tion. We write it in the form: 


W(0) =1+ B,cos20+ B,cos4O0 (25) 


where 


aj ; 


cys 15/8 G} (Aga + Ay) } 


: . 35/64 GY! Ag. 


By = 1+1/4 Ay, + 9/64 Ay, 


— 
n 


Fig. 3. 
Diagram of arrangement 2 where the field axis ¢ lies in the plane of the 
two radiations (k,, k,). 


Arrangement 4. In this arrangement we measure only coincidences 
between quanta emitted in opposite directions (0 =z). For the 
coincidence rate W,(#) one gets an expecially simple expression 
depending on the angle #: 


W2(8) = P a, cos” d (27) 
where the coefficients a, are tabulated in table 1. 


Arrangement 5. Here we treat the case where the orientations of 
the ¢ axis in the source are statistically distributed. As an example 
we mention angular correlation measurements in crystalline powder. 
If the unperturbed correlation is given by 


W(O) = D’ Axx Pi. (cos O) (28) 


one obtains the influenced correlation by multiplying each term 
with an attenuation factor: 


W(0) = SY” Au. G** P,(cos 0). (29) 
k 
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Attenuation Factors. 


The formulae of the last section were given in terms of the 
attenuation factors G. These factors depend on the type of inter- 
action, the strength of the interaction, the spin of the excitet state 
and on the coincidence measurement method. The attenuation fac- 
tors are defined by formula (9) and (19). 


" DR +1V2ht1. ye CTma, wll mbes p 
Gh hs — Re Ghh = Wi Bee at > Oe Imk, uw “Imks HA (2 ae (9’) 


mm’ 1 oF aim’ 


Ge = i+2 Sop. (19’) 


For magnetic and électric fields with axial symmetry the hyperfine 
splitting (hfs) is given by 


yp — ©@ OF, 3m*-I(I+1) 
Abn = — Soe @I-r +9 Hm. (30) 


The m are magnetic quantum numbers. We introduce x and y which 
are quantities measuring the strength of interaction and are defined 
in the following way: 


eQ OE, 3 


a 3: Gi-nr* +e 


for quadrupole 
eQ OF, 6 iis _ {| interaction (31) 
Dh De “@T-hi * ne halt integer 


g My, H 


_? for magnetic interaction 
v 


electric quadrupole moment of the excited level, 
: magnetic moment of the excited level, 
electric field gradient with respect to the symmetry axis, 
magnetic field, 
mean life of the excited state. 


We can write the attenuation factors in the following general 
manner: 


1 
1ky Ke, __ key: = 
Gi a 22 pes (ma+py)? H(mz + wy, &, n) 


1 


* 1+(mx—py)?* 


; Hime — ny, $51) 
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For negligible interaction the following relation holds: 


thy, __ 
Gr, — bx, K,° 


Formula (32) is valid for ¢q = €g, i.e. the axis of the magnetic field 
is parallel to the symmetry axis of the crystal. For the special case 
that only one interaction (H or Q) is present one gets the attenuation 
factors simply by setting x = 0 or y = 


For pure magnetic interaction formula (32) simplifies to: 


A(uy, 5, ) 


Vky he _ 
*= Orr 
7 Dk, ky 1+ (uy)? 


(32a) 


For powder sources (arrangement 5) when only a magnetic or an 
electric field is present*), the attenuation factors G** are given by: 


Wee 1k k 1 £ de 
Gi Pa. 1+ ( H (mz, &,). (33) 


m x)? 
(For magnetic interaction replace x by y). 

The coefficients S are sums over Clebsch-Gordan coefficients (9) 
and are tabulated for the spin values 1, 3/2, 2, 5/2, 3 and 7/2 and 
all interesting cases in table 5. 

The function H defined by formula (6) describes the influence of 
the coincidence measurement method and depends on the finite 
resolving time Tp of the coincidence circuit, on the delay tp and 
on the nuclear lifetime t of the intermediate state. As variables we 
chose the ratios 


E=t,/t and n=T)>/t. 
For the most important cases the function H is given as follows: 


A. Without delay and with infinite resolving time. 
g=0, &=0 
H=1 (34) 


*) The attenuation factors for powder sources where in addition an axial 
magnetic field is present is not given in this paper. This experiment which allows 
the determination of ~ and Q in one experiment without creating a single crystal 
is of certain importance and will be treated and published later. 
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Oki ks kk 
Table 5: Bon and $7. 
The attenuation factors Gh ke and qkk for magnetic and electric interaction may be obtained from 
this table by introducing the here given coefficients Ghiks and _ in formulae (32) and (33). 
; sgl ee, , 4 5 6 7 8 9 
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Table 5 continued. 
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B. Without delay and with finite resolving time. 


om & 
l-e° 


«es z2&—zsinzé e 
oe. e *(coszé sin z§) (35) 


C. With delay and with finite resolving time. (The sensitivities 
of the counters are assumed to bee the same). 
a) n<& 


Ha 2-68 *? connie +9)-s inf +9))-6 * (o0ns E-gy-esins (En) (gg) 
Qe E+") _ —-E-n) 


b) n>é 
H- (cos z (7 — €) —z sin z ( ae it z(n+&)—zsinz (n+6)) (37) 
—e id 


D. With delay and a very short resolving time. 


é<l, <q 
H =(1+2?)coszn (38) 


In the formulae (84) to (38) the varable z stands for (ma + my) or 


(ma— wy). 
Discussion of experimental methods. 


In the previous sections it was shown that angular correlation 
measurement is able to give information about nuclear moments 
of short lived excited states. From the measurement we get the 
product of the interaction energy and the nuclear lifetime. As in 
the region in question (10-* sec to 10-5 sec) lifetimes can be measured 
with good accuracy, the interaction energy can be calculated. From 
this we get the moment when the interacting field strength is known. 
For the magnetic case magnetic fields can be measured accurately 
and it is therefore possible to obtain the g factor and therefore the 
magnetic moment with an error of only a few percent. As will be 
deduced in the appendix the measurement of the sign of the ma- 
gnetic moment can also be carried out very easily. The electric case 
is much more difficult. The field strength that enters into the inter- 
action energy is the gradient of the electric crystalline field which 
in general can be calculated only with great difficulty. It would 
therefore be interesting to measure the quadrupole coupling not in 
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crystals but in atoms or molecules for which rather good calculations 
are available. The quadrupole moment may however be obtained 
by comparison of the measured quadrupole coupling which that of 
a stable nucleus, the latter being obtained from a nuclear induction 
experiment. Any calculation or measurement of the electric field 
gradient will in general be complicated by the fact that the inter- 
action is measured in a state following a radioactive decay. The 


1 MO (%) 
"(%) 








% 
Fig. 4. 
This figure illustrates the arrangement 1 in the case of Cd!"1. The region of x has 
been chosen so that the curves may be compared with the recently reported ex- 
perimental results 4)*). The curves are corrected for finite resolving time (§ = 2,84) 
but not for finite solid angle. 


recoil energy may remove the active atom from a lattice position 
and radiations may disturb the electronic shell and may cause 
additional effects. 


The applicability of the described method is limited in several 
directions. In principle the investigated state need not be the inter- 
mediate state of a y—y cascade. The theory may be expanded to 
B—y, «—y and e-—y correlation e.g., although the experiments are 
much more difficult. Furthermore the method may be applied to 
measurements of angular distributions in nuclear reactions. 
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Another restriction is that the lifetime of the intermediate state 
must lie between 10-® sec and 10-® sec. The lower limit is given by 
available field strengths whereas the upper limit will be determined 
by small disturbing effects present in any source. 


For any accurate determination of the moments the source must 
fulfill some additional conditions. For the measurement of the 
magnetic moment there should be no quadrupole coupling present. 
As it was pointed out in a previous article*) cubic crystalline sources, 


Mem) 
* ~w(%) 








% 
Fig. 5. 


Same as fig. 4 but for arrangement 2. 


solutions*) and melts are in general suited for this purpose. For the 
measurement of the electric quadrupole coupling one best uses a 
very pure single crystal of axial symmetry. The radioactive atoms 
must sit in regular lattice positions. For both cases diamagnetic 
compounds should be used to avoid disturbance by the (IJ) coupling. 


We have then three methods for the determination of x (and y): 
1. We keep the field, delay and resolving time constant and vary 


*) See also: A.ABRAGAM and R.V.Pounpb, to be. publ. and H. ALBERs- 
ScuornserG, E. Herr, F. Gram und T.B. Novey, Helv. Phys. Acta, 26, 599 
(1953). 
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the angles # and gy. 2. We keep the field and the angles 3, y con- 
stant and vary the delay or the resolving time; and 3. we keep #, » 
and the delay and resolving time constant and vary the field. For 
the determination of the magnetic moment possibilities 2. and 3. with 
the field axis perpendicular to the two gammas are best suited. 
Since the electric field gradient can not be varied easily one must 
vary # and @ for the measurement of the quadrupole coupling. In 


52 





m jagnetic electric 


interaction interaction 








x 
01 Ol 10 100” 
Fig. 6. 
Illustration of arrangement 3 where the symmetry axis of the field is perpendicular 


to the plane of the two counters in the case of Cd!11. The disturbed a.c. is written 
as W(O) = 1+ B, cos 20. The field may either be pure electric or magnetic. 


any case it is preferable to measure the attenuation as a function 
of one variable and to compare with the theory by the method of 
least square fit. In this way one can make sure that no other disturb- 
ing interaction is present. 


With regard to the coincidence measurement method, the case 
is simplest without delay and with a finite resolving time. If the 
interaction is small it is however preferable to employ a delay of the 
order of the lifetime. One measures then only the nuclei that, have 
been exposed to the disturbing field for a long time and the effects 
are larger (see fig. 8). 


To complete this section we will illustrate some of the results of 
this paper for the well known case of Cd141. The y—y cascade is a 


7/25 5/275 1/2 transition. The mixing ratio 6 has been deter- 





780 Kurt Alder, H. Albers-Schénberg, Ernst Heer and T. B. Novey. 




















0 
00) 


Fig. 7. 
Same as fig. 6 but for combined parallel magnetic and electric field for several 
values of the electric interaction x. B, is given as a function of the magnetic 
interaction y. 


x 








10 100 
Fig. 8. 
Attenuation factor G2* for polycrystalline powder sources for J = 5/2 as a function 
of the strength of interaction x. The curves A, B, C and D show the influence of 


finite resolving time and delay. The values used are: A: §=oo, 4» =0; 
Bri= 1,970,508 =lig=1; Dré<iin—1. 
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mined by angular correlation methods?) to be about —0-096. From 
the table of BrepENHARN and Ross one gets for the coefficients 
Ag. = —0-1429, Ay, = —0-1650, Ago = Agy = 0 if we neglect terms 
in 62, 

In figure 4 and 5 we have illustrated experimental arrangement 
1 and 2. The recently published experimental results of the Ziirich 
group‘)?) are in good agreement with these curves. Figure 6 and 7 
show the important case where the symmetry axis is perpendicular 
to the two rays for pure magnetic, pure electric and combined 
magnetic and electric interaction. The rise of the anisotropy for 
small H (fig. 7) is characteristic for quadrupole interaction. This 
figure illustrates the possibility for a determination of w and Q in 
one experiment’). Figures 4 to 7 are corrected for the finite resolving 
time (€ = 2,84). In figure 8 the influence of the coincidence measure- 
ment method is illustrated. The attenuation factor G for a crystalline 
powder source is given as a function of 2. 


These curves show the sensitivity of the various methods of de- 
tecting and measuring the quadrupole interaction and allow one 
to select the best procedure to be used in any particular case. 


We are grateful to Prof. ScuerreEr for his continued encourage- 
ment and support of our work. We also thank O. Braun for help 
with many laborious calculations. 


APPENDIX. 
Some special theoretical problems. 
1. Symmetry behaviour. 


In the preceding sections the correlation function was partly 
written as a series of Legendre polynominals and partly as a series 
in cos 2n@. The form was chosen according to the symmetry of 
the problem. When the correlation function depends only on the 
angle @ between the two counters and not on their orientation in 
space then the representation in Legendre polynominals is well 
suited. If on the other hand the correlation function is invariant on 
rotation of the counting system around a symmetry axis the 
adequate representation is that in cos 2 n@. If there is no symmetry 
behaviour at all, the correlation function is very complicated and 
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is best expressed in spherical harmonics. For practical purpose it is 
then better not to calculate the whole correlation function but only 
the value for a fixed angle 9 (0 = a or O = 2/2). 


2. Vector model. 


For magnetic interaction the formula for the influenced corre- 
lation can be obtained easily by semiclassical procedure. An applied 
magnetic field H is equivalent to a Larmor precession w, = g wu, H/h 
of the magnetic moment of the nucleus around the field axis. By 
transforming to the rotating system we get 


W = [WH G15 Fe, G2 + wt) C(t) edt 


if W(d,p, F292) is the undisturbed correlation. For quadrupole inter- 
action it is more complicated since we have not only one but a 
whole spectrum of precession frequencies. For I = 5/2 e.g. we have 
the frequencies + wo, +20, +30. 


3. Sign of the moment. 


The formulae of this paper are valid for equally sensitive coun- 
ters. If the sensitivities of the two counters for the two y-rays are 
not equal, the formulae for the magnetic interaction are more com- 
plicated. The attenuation factors are then given by the complex 
expression : 


hike 1 - €,(1) &2 (2) — €; (2) €2 (1) _ bY | 
si iil ox,1,| T+(uy)® >” e,(1) eq(2)+e,(2) €(1) 1+ (ey)? 


where ¢,(k) is the sensitivity of the counter 7 for the radiation k. 
Then the correlation W (ky, ka) and Why, —kz) are not the same 
and from their difference the sign of the magnetic moment can be 
obtained?). 


In the case of the quadrupole interaction the attenuation factors 
are independent of the sensitivity of the counters and always real. 
Therefore the determination of the sign of the quadrupole inter- 
action is not possible in the same way. 
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4. Angular correlation in fields without symmetry axis 


This case includes crystals without symmetry axis, axial magnetic 
and axial electric fields which are not parallel and crystalline powder 
plus magnetic axial field. The angular correlation can even in this 
case be written in terms of attenuation factors Gh" ; 

ae ike Vrn(7..) r 
Wkike) = 2 A, x, Gin, Yelk) YE(ke) - 
kik 
MB 
To calculate the attenuation factors one must know the hfs and the 
admixture of different magnetic quantum numbers. We hope that 
in a next paper more quantitative results can be discussed. 


5. (IJ) coupling. 


The interaction between the nucleus and the electronic shell of 
the active atom may in principle be electric or magnetic. For the 
attenuation factors G** one gets: 

Gey (2 F +1) (2 F’+1) (WU J kF/F'DE 
1+(@ppr Tt)? 


if the disturbed correlation is: 


W(O) = SY Ary G** P, (cos 0). 
k 


In the magnetic case the hfs wpy is given by 
1 wn 7 Vv Wy a 
Opp = =A.lP (F+1) —F'(F’+1)] 


where A, is a constant depending on the electron configuration and 
is tabulated e.g. in KoprerMAnn'4), In the electric case the hfs wpg 
is given by 


Opp = 5 eQ“~* [{F(F +1) —F(F'+1)} 


x {F(F +1) +F'(F’ +1) —21(1+1)—2d(J +1) +1}). 


If both interactions are present wp, is simply the sum of the two 
expressions. 
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A work of similar nature which comprises a natural complement 


to this paper and which treats especially the effect of Brownian 
motion in liquid sources has been completed by ABRaGam and 
Pounp, to be published in the near future. We thank Prof. Pounp 
for communicating this work to us. 





Kernphotoprotonen aus Silber und Brom mit der 
Lithiumgammastrahlung 
von Hermann Wiffler, Physikalisches Institut der Universitat Ziirich. 
(26. IX. 1953.) 


Summary. The total cross-section, the energy spectrum and the angular distri- 
bution of protons ejected by the lithium gammarays in nuclear emulsions have 
been investigated. The average cross-section of the Ag- and Br-isotopes is found 
to be 

o(y, p) = 3,6 - 10-27 cm?. 

AgBr 
This is of the same order of magnitude as the cross-sections measured in nuclei with 
appreciably higher proton binding-energies. The energy spectrum of the photo- 
protons shows a marked peak near the maximum energy (10—12,2 MeV). This 
peak corresponds to a fraction of ~ 12% protons of the total, which leave the 
residual nucleus near its ground state. The angular distribution of the photo- 
protons for this high energy group can be described by the expression 


J(O) = 0,186+ sin? © (1+ 0,65 cos 0). 


If one tentatively ascribes the high energy group to a direct process as proposed 
by Courant, it follows that for nuclei with high proton binding energies (e.g. Cd145, 
Sn117, Sn118), the experimental cross-sections are about 20 times larger as the 
model of Courant predicts. 


1. Einleitung. 


Der detaillierten experimentellen Untersuchung photonuklearer 
Reaktionen bieten sich grundsiitzlich drei verschiedene Méglichkei- 
ten, nimlich eine Messung 1. der differentiellen Anregungskurven 
(Wirkungsquerschnitt in Funktion der Quantenenergie), 2. des 
Energiespektrums und 3. der Richtungsverteilung der im Kernpro- 
zess emittierten Teilchen. Die bei Kernphotoprozessen beobachteten 
Wirkungsquerschnitte sind nun dermassen klein, dass es im allge- 
meinen sehr intensiver Strahlenquellen bedarf, um solche differen- 
tiellen Messungen mit hinreichender Genauigkeit durchfiihren zu 
kénnen. Beispielsweise erreicht fiir die im folgenden diskutierten 
(vy, p)-Prozesse an mittelschweren Kernen der Wirkungsquerschnitt 
ein Maximum von einigen 10-2? cm? bei einer Quantenenergie von 
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rund 20 MeV. Strahlenquellen, deren Intensitat fiir diesen Zweck 
ausreicht, stehen neuerdings im Betatron, sowie im Synchrotron 
zur Verfiigung. Apparate dieses Typs liefern aber bekanntlich ein 
kontinuierliches Bremsspektrum. Ein solches Strahlengemisch eignet 
sich, falls man die Grenzenergie variabel halten kann, gut zur Auf- 
nahme differentieller Anregungskurven. Es liefert jedoch stets eine 
iiber alle vorkommenden Frequenzen integrierte Energieverteilung 
der Photoprotonen. Der hauptsachlich interessierende direkte Zu- 
sammenhang zwischen der Protonenenergie und der Anregungs- 
energie des entstandenen Restkerns geht dabei weitgehend verloren. 
Ahnlich verhilt es sich auch mit der Richtungsverteilung: auch aus 
dieser lassen sich nur insofern eindeutige Schliisse ziehen, als die 
von benachbarten Spektralbereichen der auslésenden Gammastrah- 
lung stammenden Beitrage sich in ihrer Winkelverteilung nicht zu 
stark unterscheiden. 

Als erste haben Diven und Aumy?) die von der Bremsstrahlung 
eines 20,8-MeV-Betatrons in Silber und Aluminium ausgelésten 
Photoprotronen auf ihre Energie- und Winkelverteilung hin unter- 
sucht. In jiingster Zeit wurden, ebenfalls mit kontinuierlichem 
Spektrum, eingehende Winkelverteilungsmessungen an Photopro- 
tonen aus Kobalt, Nickel und Kupfer von Mann u.a.?) durchge- 
fiihrt. Obwohl monochromatische Gammastrahlen zur Durchfih- 
rung von Energie- und Richtungsverteilungsmessungen aus den 
oben erwahnten Griinden vorteilhafter waren als die bei den ge- 
nannten Untersuchungen verwendeten Bremsspektren, so scheitern 
doch die meisten Versuche in dieser Richtung an der zu geringen 
Intensitit der als einzige monochromatische Strahlung zur Ver- 
fiigung stehenden Kerngammastrahlen. Eine giinstige Ausnahme 
bilden lediglich solche Anordnungen, bei denen die Auslésung der 
Photoprotonen und ihre Registrierung in ein- und derselben Sub- 
stanz erfolgen kann. Diese Méglichkeit bietet die photographische 
Platte. Kernphotoplatten, welche der intensivsten unter den Kern- 
gammastrahlen mit Quanten tiber 10 MeV, namlich der im Prozess 
Li?(p, vy) Be® emittierten sogenannten Lithiumgammastrahlung ex- 
poniert werden, enthalten stets zahlreiche Protonen, welche haupt- 
sichlich aus Kernphotoprozessen an den Ag- und Br-Kernen der 
Emulsion stammen. Eine experimentelle Unterscheidung zwischen 
den aus Ag bzw. Br emittierten Protonen ist allerdings nicht még- 
lich, allein beide Elemente bestehen aus mittelschweren Kernen, 
fiir welche die Bindungsenergien von Proton bzw. Neutron nicht 
1) B.C. Diven und G. M. Aumy, Phys. Rev. 80, 407 (1950). 

2) A. K. Mann, J. HALPERN und M. Rotuman, Phys. Rev. 87, 146 (1952). 
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sehr verschieden sind. Man kann deshalb erwarten, dass sie sich in 
bezug auf die Energie- und Winkelverteilung der Photoprotonen 
sehr ahnlich verhalten. Unter dieser Voraussetzung sollen deshalb 
im folgenden die an solchen Platten gewonnenen Ergebnisse disku- 
tiert werden. 


2. Experimentelle Anordnung. 


Die bei der vorliegenden Untersuchung beniitzten Platten (Emul- 
sionstyp Ilford C2, Schichtdicke 300 «) wurden in lichtdichten Alu- 
miniumkassetten von rund 0,5 mm Wandstiirke wihrend einigen 
Stunden bei streifendem Einfall der Lithiumgammastrahlung ex- 
poniert. Die geometrische Anordnung war ahnlich der in einer friihe- 
ren Arbeit!) beschriebenen (Brennfleckdurchmesser = 3mm, Ab- 
stand Brennfleck—Plattenrand = 43 mm) 


3. Behandlung und Auswertung der Platten. 


Die bestrahlten Platten wurden mit Ilford-Entwickler JD 19 ent- 
wickelt und nach dem Ausfixieren und Trocknen unter dem Mikro- 
skop bei rund 360facher Vergrésserung ausgemessen (8 mm Apo- 
chromat 60fach, in Verbindung mit Messokular 6fach). Die Schrump- 


fung wurde fiir jede Plattenpackung an einigen Testplatten durch 
Messung der Schichtdicke sowohl in unfixiertem als auch in fixier- 
tem Zustand mit Hilfe einer Tastuhr (Genauigkeit + 0,5 uw) auf 
+ 10% genau bestimmt. Der durch den endlichen Brennfleckdurch- 
messer, die Unsicherheit in der Schrumpfung, sowie die Messgenauig- 
keit bei der mikroskopischen Tiefenbestimmung bedingte Fehler 
im Winkel 9 zwischen der Richtung des einfallenden Quants und 
derjenigen des Protons betragt im Maximum 60 = + 3°. Bei der 
Analyse der Winkelverteilung (siehe nachstfolgenden Abschnitt) 
wurde diesem Fehler durch iibergreifende Mittelung der Besetzungs- 
zahlen fiir die einzelnen Winkelintervalle (Intervallbreite 4 O = 10°) 
Rechnung getragen. Die wirkliche Zahl der auf ein einzelnes Winkel- 
intervall entfallenden, von der Gammastrahlung ausgelésten Photo- 
protonen ergibt sich aus der direkt unter dem Mikroskop gemessenen 
Anzahl Spuren durch Korrektur auf die infolge Austritts aus der 
Schicht der Messung entgangenen Protonen. Fir ein Winkelinter- 
vall (O + 40/2) hingt dieser Korrekturfaktor noch vom Verhiltnis 
Lange / der Spur zur Dicke 2H der (unfixierten) Emulsion ab. 
Bezieht man die Spurenzahl pro Intervall, wie das bei der Winkel- 


1) H. WArFLer und S. Younis, Helv. Phys. Acta 24, 483 (1951). 
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verteilung J(@) iiblich ist, auf die Raumwinkeleinheit, so ergeben 
sich fiir den Korrekturfaktor K die beziehungsweisen Formeln 


1/K = 2snO(a — 1 sin0/H) 4@ fiir 2 H/l = sinO, (1) 


1/K = 4sin@ [are sin(2 H/l sin9) — | sin0/2 H + 
+ (I? sin? 6/4 H?—1)'”) 4@ fiir 2 H/l Ssin@. 


4. Messergebnisse. 
a) Gesamter Wirkungsquerschnitt. 


In vier verschiedenen, simultan bestrahlten Platten wurden auf 
einer Flache von insgesamt 15,2 cm? rund 800 Protonenspuren mit 
Energien zwischen 2 und 12,2 MeV ausgemessen. Dieser Flache ent- 
spricht ein totaler Flux von 2,2-10® Quanten der Energie hy = 
17,6 MeV. Der Flux wurde folgendermassen bestimmt: wiahrend 
der Bestrahlung registrierte ein Zahlrohr den relativen Intensitits- 
verlauf. Die Ermittlung der absoluten Zahl der Gammaquanten, 
welche die Platten wahrend der gesamten Bestrahlungszeit durch- 
setzten, erfolgte nachtraglich, indem bei gleicher Intensitaétsmessung 
eine Kupferfolie (12 mg/cm?) aktiviert und die absolute Zerfalls- 
rate der Cu®?-Aktivitét mit einem geeichten Zahlrohr bestimmt 
wurde. Der Anschluss an den Cu®(y,n)-Cu®?- Querschnitt liefert den 
absoluten Flux. Dem letztgenannten Prozess wurde ein Wirkungs- 
querschnitt von o (17,6) =1,0-10-?>°cm? fiir die Hauptlinie (~75%, 
Quantenenergie hy = 17,6 MeV) bzw. o (14,8) ~ 0,6 - 10-75 em? fiir 
die Nebenlinie (~ 25%, hv = 14,8 MeV) der Lithiumgammastrah- 
lung zugrunde gelegt. Fiir die Berechnung des Wirkungsquerschnitts 
musste noch die Intensitiatsschwachung, welche die Gammastrah- 
lung beim Durchsetzen der Emulsion erfahrt, und die etwa 20% 
betragt, beriicksichtigt werden. Die Gesamtzahl der in der Emul- 
sion entstandenen Protonen ergibt sich nach erfolgter Korrektur 
auf Schichtaustritt zu 2280. In dieser Zahl sind nun allerdings auch 
noch die aus dem Sauerstoff der Gelatine stammenden, im Prozess 
O18(y, p) emittierten Protonen enthalten. Da der Wirkungsquer- 
schnitt dieses Prozesses fiir die Lithium-Gammastrahlung bekannt 
ist (siehe Abschnitt b)), so kann sein Beitrag berechnet und von 
der obigen Zahl in Abzag gebracht werden, die sich dadurch um 1438 
vermindert. Ferner ist zu bemerken, dass Spuren mit Energien 
unterhalb 2 MeV aus messtechnischen Griinden nicht mehr erfasst 
werden konnten, so dass an der gesamten Protonenzahl noch eine 
kleine positive Korrektur anzubringen wire. Eine ebenfalls nicht 
genau bekannte negative Korrektur an dieser Zahl liefert der (y, p)- 
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Prozess an dem in der Gelatine enthaltenen Stickstoff. Wie man 
der Energieverteilung der Photoprotonen (siehe Abschnitt b)) ent- 
nehmen kann, sind diese Korrekturen klein und sollen, da sie ein- 
ander entgegenwirken, im folgenden vernachlassigt werden. Damit 
ergibt sich mit dem bekannten Silberbromid-Gehalt der Emulsion 
der Mittelwert aus den Wirkungsquerschnitten von Silber und Brom: 


; 7 6 R86. —27 am2 
Oxy Br = (Sag + Gp,)/2 = 3,6 - 10-27 cm?. 
Die relative Fehlergrenze dieses Resultats ergibt sich bei Beriick- 
sichtigung aller Fehlerquellen zu etwa 50%. 
b) Energieverteilung der Photoprotonen. 


Fig.1 (Blockdiagramm) zeigt die Energieverteilung der Photo- 

> 5 5 5S 5 
protonen. Dem Diagramm liegen insgesamt 2000 Spuren zugrunde. 
Die bei 5,15 und 9,3 MeV auftretenden Protonengruppen stammen 
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10 1 «12 MeV 
Fig. 1. 

Energieverteilung der Photoprotonen. Gestricheltes Diagramm: Auf Sauerstoff- 
und Stickstoffprotonen korrigierte Verteilung. Fiir die Bedeutung der «@,, w, 
siehe Text. 
aus dem (y,p)-Prozess an O18 bzw. N14. Die relativen Haufigkeiten 
dieser beiden in der Gelatine enthaltenen Elemente sind bekannt, 
desgleichen der Wirkungsquerschnitt des (y,p)-Prozesses an Sauer- 
stoff!). Daraus kann der Beitrag der Photoprotonen aus O!® be- 
rechnet werden: er betriigt rund 20% aller auf das Energieintervall 
zwischen 4 und 6 MeV entfallenden Spuren. Was den Anteil der 


1) H. WAFFLER und S. Younis, Helv. Phys. Acta 22, 614 (1949). 
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aus N14 stammenden Protonen anbelangt, so ist tiber den Wirkungs- 
querschnitt des (y,p)-Prozesses an Stickstoff experimentell nichts 
bekannt. Nimmt man jedoch versuchsweise an, dass Stickstoff den 
gleichen (y,p)-Querschnitt besitzt wie Sauerstoff, so erhalt man als 
Beitrag aus dem Stickstoff 8,4% aller auf das Energieintervall zwi- 
schen 8,4 und 10,4 MeV entfallenden Protonen. Diese Annahme er- 
halt eine gewisse Stiitze durch die Tatsache, dass das Verhaltnis 
von Protonbindungsenergie zu Neutronbindungsenergie fiir die 
Kerne O18 und N!* anniéhernd gleich ist, sie wurde deshalb der 
korrigierten Energieverteilung in Fig.1 (punktiert) zugrunde gelegt. 

Protonen mit Energien unterhalb 3 MeV sind in Fig.1 nicht an- 
gefiihrt, da der entsprechende Reichweitebereich (0 bis 75 mu) auch 
noch zahlreiche Deutonen enthalten diirfte. Da sich in der photo- 
graphischen Platte Deutonen von Protonen ohne spezielle Entwick- 
lungsverfahren nicht eindeutig unterscheiden lassen (es sei denn 
durch das miihsame Verfahren der Kornauszéhlung), so wurde auf 
eine Unterscheidung der beiden Teilchenarten bei den vorliegenden 
Messungen tiberhaupt verzichtet. 


c) Winkelverteilung. 


Die Winkelverteilung der. Photoprotonen wurde (fiir Energien 
iiber 6 MeV) in verschiedene Energiebereiche aufgeteilt und ist in 
Figur 2 dargestellt. Der natiirliche Deuteriumgehalt des Wasser- 


stoffs fiihrt beim Beschuss von Lithium mit schnellen Wasserstoff- 
ionen auch stets zu der bekannten, sehr intensiven (d,n)-Reaktion. 
Deshalb enthalten Platten, die der Lithiumgammastrahlung ex- 
poniert worden sind, infolge des Wasserstoffgehalts der Gelatine 
auch stets eine gewisse Zahl von Riickstossprotonen. Die Maximal- 
energie derselben betragt in der Vorwiartsrichtung (0 = 0°), Ey ~ 
10MeV, unter einem Streuwinkel 9 hingegen nurmehr EF = E,ycos?0. 
Um jede Falschung der Messungen durch Riickstossprotonen zu 
vermeiden, ist in Figur 2 ein mit abnehmender Protonenenergie 
zunehmender Winkelbereich um die Vorwartsrichtung ausgeschlos- 
sen worden, derart, dass in dem noch verbleibenden Bereich die 
Riickstossprotonen neben den Photoprotonen praktisch keine Rolle 
mehr spielen. 

Um fiir den am schwachsten besetzten Energiebereich zwischen 
10 und 12,2 MeV die Spurenzahl und damit auch die statistische 
Genauigkeit der Messung zu vergréssern, wurden noch einige wei- 
tere Platten auf Protonen mit Energien von tiber 10 MeV abge- 
sucht. Damit entfallen auf diesen Energiebereich 360 gemessene 
Spuren, was relativ zu den tibrigen Intervallen etwa einer Verdopp- 
lung der Spurenzahl entspricht. 
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Fig. 2. 
Winkelverteilung der Photoprotonen. Fiir die Gruppe 10—12,2 MeV entspricht 
die ausgezogene Kurve der Gleichung J(@) = 0,186+ sin? O (1+0,65 cos @). Fiir 
die beiden anderen Gruppen sind die Kurven (gestrichelt) nach Gefiihl durch die 
Messpunkte gelegt. 
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5. Diskussion. 


Es ist instruktiv, den unter IV. a) angegebenen experimentellen 
Wert o,4,p, mit drei anderen, in einer friiheren Untersuchung?) ge- 
messenen (y,p)- Querschnitten zu vergleichen. Tabelle I enthalt eine 
Zusammenstellung der Daten, wobei auch die Bindungsenergien 
von Neutron (B,) bzw. Proton (B,) fiir die einzelnen Kerne ange- 
geben sind (Spalte 2 und 3). Ferner enthalt die Tabelle das theoreti- 
sche Verhiltnis o(y,p)/(o(y,n), welches unmittelbar aus der statisti- 
schen Kerntheorie folgt (Spalte 5). Letzteres ergibt sich bekannt- 
lich als das Verhaltnis der Emissionswahrscheinlichkeiten W(p), 
W(n) von Proton bzw. Neutron gemiss der Gleichung 


Ep max 
/ P(€p) Ep © (Ep max— Ey) CE, 
FEO 
“Wa tm (1) 
/ P (Ey) En © (En max— En) En 
0 





Hierin bedeutet (unter Weglassung von Zihler und Nenner gemein- 
samen Faktoren) P den Wirkungsquerschnitt fiir den Einfang eines 
Teilchens der Energie ¢ durch den Restkern, w die Niveauverteilung 
des Restkerns und ¢ max die Maximalenergie des austretenden Teil- 
chens. Die in Zaihler und Nenner von Gleichung (1) auftretenden 
Integranden stellen die Energieverteilung der emittierten Protonen 
und Neutronen dar. Spalte 6 enthalt sodann den theoretischen Wert 
des (y,p)-Querschnitts, der durch Multiplikation der Quotienten 


Tabelle 1. 


Experimentelle und theoretische Wirkungsquerschnitte (cm?). 





| * 8 4: 
Aus- | 
gangs- |B, (MeV) | B, (MeV) | 


5 


o(y,p)/ 
o(y,n) 


6 | 7 


oly, p) o(y,P) 


| Experi- statistische | statistische | nach 


- 
| 


pea 
oy, Pp) | 
kern | | 
Br?® 10,6 6,6 
Br’! 9,95 1,2 
Age 9,5 5,6 
Agi09 9,0 6,5 
Cd1138 6,44 9,86 | 3,0-10-27 “10-* | 6-10-*9| 94-10-28 
Sn117 ae. | | | 2,9 - 10-27 | 1LO=* | -S- 19-22'|253:-10-*9 
Sn118 9,10 | 10,05 | 16° 10-** | 6.°20-*. 15 -10-** | 2,3 - 10-28 

| | 


ment Theorie | Theorie | Courant _ 





: -10-27 -10-2 5-10-27) 1-10-27 














1) O. Hirzet und H. WAFFLER, Helv. Phys. Acta 20, 373 (1947). 
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von Spalte 5 mit den experimentellen (y,n)-Querschnitten erhalten 
wird. Fiir dessen Bestimmung konnte der (y,n)-Querschnitt nur fiir 
Br und Ag unmittelbar dem Experiment entnommen werden. Bei 
den tibrigen angefiihrten Kernen fiihrt namlich der (y,n)-Prozess 
auf ein stabiles Isotop, so dass die tibliche Methode der Wirkungs- 
querschnittsbestimmung vermittelst der induzierten Aktivitét ver- 
sagt. Da jedoch die (y,n)-Querschnitte in dieser Gegend des periodi- 
schen Systems an zahlreichen anderen Isotopen gemessen sind und 
nicht sehr verschiedene Werte ergeben, so lassen sich die fraglichen 
Gréssen mit ziemlicher Sicherheit (schatzungsweise innerhalb eines 
Faktors 2) aus den gemessenen Querschnitten interpolieren. Auf 
diese Weise wurden die verbleibenden, in Spalte 6 zusammenge- 
stellten Werte berechnet. 

Die Zahlen zeigen deutlich, wie die einerseits gute Ubereinstim- 
mung zwischen Theorie und Experiment bei der Bromsilbergruppe 
und die andererseits grosse Diskrepanz zwischen beiden bei den iibri- 
gen Kernen mit einem Wechsel im Verhialtnis der Bindungsenergien 
B,, B, parallel geht. Die statistische Theorie ergibt bei kleiner Pro- 
tonbindungsenergie B, und grosser Neutronbindungsenergie B,, (Fall 
des Bromsilbers) einen 100- bis 1000mal grésseren Wert fiir das 
Verhaltnis o(y,p)/o(y,n) (siehe Spalte 5), als im umgekehrten Fall 
(Cd und Sn). Das hingt im wesentlichen mit dem raschen Anwach- 
sen der Integrale von Gleichung (1) bei zanehmender oberer Grenze 
Emax = hyv— B zusammen. Wie empfindlich die Wirkungsquer- 
schnitte nach der auf dem Konzept des Compoundkerns basieren- 
den statistischen Theorie von den Bindungsenergien der Nukleonen 
tatsichlich abhingen, zeigt das folgende, hypothetische Beispiel: Fiir 
den mit 17,6 MeV (Hauptlinie der Lithiumgammastrahlung) ange- 
regten Kern Ag?®? (B, = 9,5 MeV, B, = 5,6 MeV) verhalt sich nach 
der statistischen Theorie der (y,p)- zum (y,”)-Querschnitt wie 1:10. 
Fiir einen (hypothetischen) Kern gleicher Kernladungszahl, bei wel- 
chem die Bindungsenergien von Neutron und Proton gegeniiber 
Ag?°? gerade vertauscht sind, wiirde dasselbe, in gleicher Weise be- 
rechnete Verhiltnis dagegen 1:10’ betragen! 

Wie aus der Zusammenstellung klar hervorgeht, gibt nun aber 
das Experiment diese grossen, fiir die Vorstellung des Compound- 
kerns charakteristischen Schwankungen im Wirkungsquerschnitt in 
keiner Weise wieder. Die Tatsache, dass simtliche angefiihrten, 
experimentellen (y,p)-Querschnitte von der gleichen Gréssenord- 
nung sind, legt die Vermutung nahe, dass die (y,p)-Reaktion im 
Falle des Cd und Sn im wesentlichen nicht tiber einen Compound- 
kern lauft. Diese Ansicht ist keimeswegs neu, sie wurde schon an- 
lasslich der ersten systematischen Untersuchung der (y, p)-Prozesse, 


x 
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wie auch in zahlreichen spaiteren Arbeiten formuliert. Ferner hat 
Courant!) einen theoretischen Versuch zur quantitativen Erkla- 
rung der experimentellen Tatsachen gegeben. Courant behandelt 
die Protonen als (freie) Teilchen eines Fermigases im Potentialtopf 
des Kerns. Dabei wird der (y,p)-Prozess als direkter Dipoliibergang 
eines dieser Protonen aus einem Niveau der Fermiverteilung in das 
Kontinuum aufgefasst. Die aus dieser Rechnung folgenden (y,p)- 
Querschnitte sind in der letzten Spalte der Tabelle aufgefiihrt. Sie 
sind zwar dem Absolutwert nach um rund eine Gréssenordnung zu 
klein, zeigen aber eine weitaus geringere Abhingigkeit von der Bin- 
dungsenergie, als es die statistische Theorie verlangt. So stellt sich 
beispielsweise fiir Cd?4* bzw. Ag?®? das Verhiltnis der (y,p)-Quer- 
schnitte nach Courant zu 1:3,5, gegeniiber 1:1250 nach der stati- 
stischen Theorie. Zusammenfassend lasst sich somit sagen, dass die 
auf der Annahme eines direkten Photoprozesses basierenden Er- 
klarungsversuche hinsichtlich des Gesamtquerschnitts zwar bis jetzt 
noch zu keiner quantitativen Ubereinstimmung mit dem Experi- 
ment gefiihrt haben, aber gleichwohl im grossen und ganzen den 
empirischen Befund bedeutend besser wiedergeben als die statisti- 
sche Theorie. Es scheint, dass zumindest die Richtung, in welcher 
ein volliges Verstaéndnis der (y,p)-Prozesse gesucht werden muss, 
durch die Vorstellung der Direktprozesse aufgezeigt ist. 


b) Energieverteilung. 


Das theoretische Energiespektrum der Photoprotonen (Integrand 
im Zahler von Gleichung (1)) ist in Figur 1 zum Vergleich mit dem 
experimentellen (Blockdiagramm) eingezeichnet. Die theoretische 
Kurve ist aus den fiir Brom und fiir Silber einzeln berechneten und 
dann im Verhialtnis 1:1,1 tiberlagerten Verteilungen gebildet. (Das 
Verhiltnis 1:1,1 entspricht gerade dem Quotienten der (y,p)- Quer- 
schnitte von Brom und Silber nach der statistischen Theorie.) Der 
Berechnung wurden zwei verschiedene, halbempirische Ansatze fiir 
die Niveaudichte des Restkerns (siehe hiezu auch Diven und Atmy, 
loc. cit.) zugrunde gelegt, namlich 


w = Cexp{(ae)'?}; w,:a = A/5, @: a = 1,6 (A — 40)!” 
Im Falle von w, wurde die Rechnung tiberdies mit zwei verschiede- 
nen Werten des Parameters fiir den Kernradius (7) = 1,3 - 10-18cm, 


bzw. 79 = 1,5- 10-13 em) durchgefiihrt. Der Ordinatenmafstab der 
Kurven wurde so gewiahlt, dass die Flache unter denselben fiir den 


1) E. D. Courant, Phys. Rev. 82, 703 (1951). 
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Energiebereich 6 bis 9 MeV mit der entsprechenden Flache des 
Blockdiagramms iibereinstimmt. Dieser Energiebereich, der etwas 
mehr als die Halfte der Gesamtflaiche ausmacht, enthalt ausschliess- 
lich Photoprotonen aus AgBr. Auf das Gebiet zwischen 4 und 6 MeV 
entfallen zusatzlich die Photoprotonen des Sauerstoffs und bei 
9,3 MeV liegt die Gruppe der Stickstoffprotonen. Die Korrektur, 
welche das Blockdiagramm durch einen Abzug dieser Beitrige er- 
fahrt, ist in der Figur approximativ (punktiert) eingezeichnet. Die 
experimentelle Verteilung lasst sich unterhalb 10 MeV einigermas- 
sen durch eine Niveaudichte von der Form , wiedergeben. Die 
durch die Messung eindeutig sichergestellte Protonengruppe zwi- 
schen 10 und 12,2 MeV tritt jedoch in keiner der theoretischen Ver- 
teilungen auf. Diese Protonen fiihren nahezu die ganze, im Prozess 
zur Verfiigung stehende Energie mit sich, d.h. mit andern Worten, 
dass sie den Restkern im Grundzustand oder zumindest in seinen 
tiefsten Anregungszustinden zuriicklassen. Ein solches, gegen hohe 
Energien verlagertes Spektrum hatte man aber gerade im Fall von 
Direktprozessen zu erwarten. Rechnet man zum Beispiel, wie das 
von Courant (loc. cit.) gemacht wird, mit der Niveauverteilung 
eines Fermi-Gases, so andert sich die Niveaudichte proportional der 
Wurzel aus der Niveauhéhe im Potentialtopf. Damit erhaélt man 
eine Energieverteilung, deren Maximum sehr nahe an die obere 
Grenze des Spektrums zu liegen kommt. Die Analyse der Energie- 
verteilung lasst also vermuten, dass bei Brom und Silber beide 
Arten von Prozessen, sowohl die tiber den Compoundkern laufen- 
den als auch Direktprozesse vorkommen. Die Protonengruppe hoher 
Energie fallt hier zahlenmissig nicht stark ins Gewicht: Nach Aus- 
weis der Figur entspricht ihr ein Inhalt von etwa 12% der Gesamt- 
fliche. Schreibt man ausschliesslich diese Protonen dem Direkt- 
prozess zu, so ergibt sich fiir denselben ein Teilquerschnitt von 
4,3 - 10-28 cm?. Identifiziert man nun versuchsweise diesen Teil- 
querschnitt mit dem von Courant (loc. cit.) berechneten, so kann 
zumindest das Verhdltnis der in Spalte 7 der Tabelle I angegebenen 
Wirkungsquerschnitte tibernommen werden. Daraus folgt fiir Cd 
und Sn ein gegeniiber AgBr um den Faktor 4 kleinerer Querschnitt. 
Man hitte also dementsprechend fiir diese Kerne einen auf den 
Direktprozess entfallenden Teilquerschnitt von rund 10-78 cm? zu 
erwarten. Da aber der Compoundkern gemiass der statistischen 
Theorie in diesen Fallen nur einen verschwindend kleinen Beitrag 
zum (y,p)-Prozess liefert, so ist dieser Wert von 10-28 cm? mit den 
experimentell bestimmten Gesamtquerschnitten (Spalte 4 von Ta- 
belle I) zu vergleichen. Dabei resultiert eine Diskrepanz von einem 
Faktor 15 bis 30, welche bestimmt ausserhalb der experimentellen 
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Ungenauigkeiten liegt. Die Erwartung, dass der Mechanismus der 
Direktprozesse mit dem von Courant vorgeschlagenen Modell sowohl 
den Gesamtquerschnitt wie auch die Energieverteilung der Photopro- 
tonen wenn auch nur qualitativ, so doch widerspruchsfrei zu erkliren 
vermag, erscheint damit zumindest bei den vorliegenden Beispielen 
nicht erfiillt. Es hat vielmehr den Anschein, als ob hier der von der 
statistischen Theorie nicht erfasste Beitrag zum (y,p)-Prozess ab- 
solut genommen um so grésser wird, je unwahrscheinlicher nach 
dieser Theorie der Prozess selbst ist. 


c) Winkelverteilung. 


Die Winkelverteilung der Protonengruppe mit Energien zwischen 
10 und 12,2 MeV lasst sich gut durch eine Gleichung der Form 
J(@) = A+sin?O(1+B cos O) = 0,186 + sin?O (1+0,65 cosO) (1.) 
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Fig. 3. 
Gefaltete Winkelverteilung der 10—12,2-MeV-Protonengruppe. Ausgezogene Ge- 
rade: Jgep = J(O)+J (180°— 0) = A+sin?O mit A = 0,186 entsprechend An- 


satz (II.). Gestrichelte Gerade: VJ(0)-—A+VJ (180°— ©)— A = 2sin@ entspre- 
chend Ansatz (IT.). 


wiedergeben. Die Konstante A = 0,186 in (I.) wurde durch ,,Fal- 
tung“ der Verteilung 
J sep = J(Q) + J(180° — 0) 


erhalten, wobei aus der urspriinglichen Form eine Gerade in Ab- 
hangigkeit von sin?@ entsteht (siehe Fig. 3). Zur Bestimmung von 
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B = 0,65 wurde ferner angenommen, dass das Maximum der Ver- 
teilung in die Mitte des Intervalls mit der héchsten Besetzungszahl, 
d.h. bei O = 75°, zu liegen kommt. Die Form der Winkelver- 
teilung (I.) ist ganz analog der bei der Deutonspaltung!) gefun- 
denen. Die von MANN u.a. (loc. cit.) angegebene, von der obigen 
etwas verschiedene Verteilung 


J(O) = A+(sin0+C sin® cos@)? (II.) 


ist mit den vorliegenden Messungen weniger gut vereinbar, wie man 
durch Auftragen der modifizierten Verteilung 


® = [J(@) — A}! + [J(180°— 0) — A]!”, 


welche in Abhiangigkeit von sin@ eine Gerade durch den Nullpunkt 
ergeben sollte, leicht zeigen kann (siehe Fig. 3). Wie Courant (loc. 
cit.) ferner gezeigt hat, entspricht einem verschwindenden isotropen 
Glied in der Winkelverteilung ein s-Term (1 = 0) des Ausgangskerns. 
Die Kleinheit (0,186) des isotropen Glieds bei der energiereichsten 
Protonengruppe liasst also den Schluss zu, dass die am lockersten 
gebundenen Protonen der Bromsilbergruppe vorwiegend in dreh- 
impulsfreien Zustianden sitzen. 

Auffallig erscheint in diesem Zusammenhang allerdings, dass auch 
die tieferen in Figur 2 wiedergegebenen Energiebereiche, soweit als 
sie erfasst werden kénnen, sich durch einen relativ kleinen isotropen 
Anteil auszeichnen. 


Die vorliegende Arbeit wurde im Jahre 1950 am Physikalischen 
Institut der ETH. begonnen und nach lingerem Unterbruch an der 
Universitat Ziirich fertiggestellt. Ich méchte dem Direktor des 
Physikalischen Instituts der ETH., Herrn Prof. Dr. P. Scuerrer, 
fiir seine fordernde Anteilnahme an dieser Untersuchung herzlich 
danken. Ebenfalls zu grossem Dank bin ich der Schweiz. Studien- 
kommission fiir Atomenergie fiir finanzielle Beihilfe verpflichtet. 


1) H. WAFFLER und §S. Younis, Helv. Phys. Acta 24, 483 (1951). 





Liquid Helium cooled Coils for making intense transient 
Magnetic Fields 
by J. L. Olsen. 
Institut fiir Kalorische Apparate und Kaltetechnik 
Kidg. Technische Hochschule Ziirich. 
(9. IX. 1953.) 


Abstract. The very economical production of transient magnetic fields above 
10° Oersted with coils immersed in liquid helium is discussed. Graphs are given to 
facilitate calculation of coil heating. 


Work here on the magnetoresistance effect at low temperatures 
requires magnetic fields of about 105 Oersteds. It is well known that 
steady fields of this order can only be produced by the use of 
solenoids dissipating hundreds of kilowatts. Transient fields of this 
magnitude may, however, be produced comparatively easily with 
either batteries, a generator (Kaprrza1)?)) or condensers (WALL’)) 
as the power source. This technique has recently been employed by 
several workers*—!°), and very complete and useful design data are 
available in papers by Cockrort!) and Cuampron®). 

Cooling of the coils with liquid hydrogen or helium causes an 
enormous improvement in the electrical efficiency. This was first 
used by pE Haas and WestERpD1JK!”) who report producing fields 
of 250,000 Oersted for periods up to 0-1 second in helium and hydro- 
gen immersed coils fed from a bank of batteries. This technique 
which provides a very convenient tool for low temperature research 
is at present in use here, and it is the purpose of this note to discuss 
some of the design considerations involved. In our case condensers 
now provide the current. 


Caleulation of field. 


The magnetic field which may be generated by discharging a 
condenser of capacity C microfarads charged to a potential V volts 
through a coil is given (CHampion§)) by 


l 


H={" op" 83 (1) 


where a, and a, are the internal and external radii of the coil, and 
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2 lis its length. S and J are two factors less than unity. S depends 
on the fraction of the field energy actually within the coil, and is a 
function only of the shape of the coil, i.e. of a,/a, and of l/a,. J de- 
pends on the amount of energy dissipated as heat in one cycle, and 
is a function of RP/L where R and L are the resistance and in- 
ductance of the coil, and P is the period of oscillation of the system. 
CHAMPION gives charts showing S and R/L for a wide range of 
shapes of coil, and a table for J. J is seen to decrease rapidly with 
increasing values of RP/L. 


Equation (1) may also be written in the slightly different form 


Cv?=H?. wi! 


20 SJ ° 


From this it may be seen that when S and J are constant CV? (and 
hence approximately the cost of the condensers) is proportional to 
the volume in which it is intended to produce the magnetic field. 
It is therefore clear that for simple experiments, where the specimen 
or arrangement being exposed to the field is small, a considerable 
saving can be made by having the magnet coil placed directly round 
the specimen rather than placing it outside the cryostat containing 
the experimental equipment. For the arrangement used by us the 
saving is at least of the order of 107. 


The gain achieved by reducing the size of the coil is, however, 
accompanied by an increase of f/L, which varies as ay?, and there- 
fore by a decrease in the value of J. To avoid this decrease in J, 
either P, the period of the oscillation, or the specific resistivity of 
the material from which the coil is wound must be reduced. For- 
tunately an adequate reduction in resistance is achieved by im- 
mersing the coil in liquid helium. For good commercial copper wire 
this reduction is of the order of one hundred times. 


Heat generation. 


The total heat generated in discharging the condensers, $ CV?, 
will mainly go to heating the coil, and thus increase its resistance. 
The total amount of this increase may of course by calculated by 
equating } CV? to the change of heat content of the copper. The 
heat rise at intermediate points of the cycle may be calculated by 
equating the amount of Joule heat I? 9 dt produced in the time 
dt to the resultant change in heat content CdT. Here I is the current 
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density, @ the resistivity, and C the specific heat of the copper. On 
integrating we obtain 
C 
2dt = ‘ 
fi dt =/= aT. (3) 


The value of the integral on the right hand side of (3) is only a 
function of the temperature and the residual resistance, and may 
be calculated from published specific heat and resistance data. When 
this has been done a knowledge of f I? dt allows the temperature 
increase and hence the change in resistance to be determined. 
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Fig. 1. 
Temperature 7’ as function of fr? dt for copper with two values of the residual 


resistivity 9). J is the current density in Amperes per cm? in the metal, and ¢ the 
time in seconds. 


In figure 1 and 2 we show the temperature and resistance plotted 
as a function of jr dt for copper for two values of residual resist- 
ance. These values correspond to 1% and 0:5% of the room tem- 
perature resistance. The curves have been calculated from resist- 
ance and specific heat data taken from literature. 


Example of actual use of coils. 


Our supply of current comes from a 3,000 wFd bank of electrolytic 
condensers which can be charged to 360 volts. This is fed into a 
coil 15 mm long, 4 mm internal and 9 mm external diameter. The 
windings are made of 750 turns 0-2mm enamelled commercial 
copper wire embedded in glue. At present no external strengthening 
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is given to the coil since fields of up to only 150,000 Oersted are 
used. No tendency for the coil to burst has been found, nor does 
the residual resistance show any noticeable increase as would be 
expected in the case of serious straining. 

The resistance of the external circuit requires close attention if it 
is not to be large compared with the resistance of the coil (in our 
case 0-07 2) at helium temperature. Switches with solid contacts 
are undesirable since arcing occurs which interferes seriously with 
delicate measurements. A mercury switch with a large contact area 
has been found quite satisfactory here, although an electronic device 
may provide a more elegant solution. 

The coil arrangement above gives fields of ca. 130,000 Oersted*) 
when the condensers are discharged from 300 volts. This is rather 
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fT? dt 
Fig. 2. 
Resistivity 9 in ohm cm as function of { I? dt for two values of the residual 


resistivity 9). J is the current density in Amperes per cm? in the metal and 
t the time in seconds. 


less than predicted by equation (1) which gives 180,000 Oersted 
when the resistance 0-12 2 of the external circuit is taken into 
account. The magneto-resistance in the inner windings increases the 
resistance’ of these windings by approximately a factor 6, but this 
is somewhat difficult to allow for. 

If all the energy of the condensers is dissipated in the cryostat 
then ca. 75 cm? of liquid helium should be evaporated. The evapora- 
tion observed lies about 50 cm? per discharge. 


*) After 2-5 millisecond. 
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In early experiments using a 24 volt battery as power source 
feeding into a coil of 4mm internal and 18 mm external diameter 
and 15 mm length wound with 930 turns of 0-3 mm diameter copper 
wire a maximum of 75,000 Oersted was reached after 30 milli- 
seconds. Some difficulty was, however, found in limiting the evapo- 
ration of helium owing to inadequate arrangements for breaking the 
circuit early enough. The information contained in figures 1 and 2 
may be used for predicting the performance of coils for this case too. 


Conclusion. 


A glance at figures 1 and 2 shows that the electrical efficiency is 
not greatly different whether helium or hydrogen is used as re- 
frigerant. The main advantage to be gained by the method lies in 
the reduction in volume to be filled with magnetic field energy, and 
in the economy achieved, which may be decisive in the preliminary 
stages of a research project. 
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Scintillations dans CsI et spectrométrie y 
par B. Hahn*) et J. Rossel (Neuchatel). 
(17 X 1953.) 


Summary. The study of y scintillations in cooled CsI crystal (without activator) 
gives the following results: 


a) The pulse height at 100°K is nearly twice the one occurring in NaI(T1) with 
the same optical geometry; furthermore the Po-« particles produce per MeV only 
85% of the light effect of the y’s. Other differences between « and y excitations 
are presented. 


b) The crystal has a proportional response for y-energy between 40 keV and 
1,3 MeV. 


c) As a measure of the resolution of a scintillation spectrometer with CsI 
crystal, the figure of 11% was obtained for the total width at half maximum of the 
photopeak of Ce!4! y rays (145 keV). 

This small width as well as a comparison with « scintillations indicate an absolute 
luminescence efficiency of about 40% for CsI. 


1. Introduction. 


Dans le cadre d’une étude des propriétés luminescentes des halo- 
génures d’alcalins par la méthode du compteur a scintillations, les 
particularités des iodures ont déja été présentées)?). La technique 
de mesure utilisée permet d’obtenir la loi et le temps de décroissance 
de la luminescence ainsi que la quantité totale de lumiére émise dans 
chaque scintillation en fonction de la température. 

A cété du but général de ces recherches qui est d’étudier le méca- 
nisme de la luminescence, il est important d’examiner si les cristaux 
en question peuvent étre utilisés avec profit pour la technique main- 
tenant courante en physique nucléaire du spectrométre a scintil- 
lations. Nous avons montré qu’un cristal de CsI pur donnait de bons 
résultats comme phosphore dans un spectrométre 4 scintillations 
pour particules «%). 


Le présent travail traite de différentes propriétés de monocristaux 
de CsI lors de l’excitation de la luminescence par la radiation y et 
discute de l’application de tels cristaux dans un spectrométre a 
scintillations pour rayons y. 


*) Actuellement a Stanford University, California. 
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2. Intensité des scintillations en fonction de la température. 


Les scintillations provoquent sur la capacité de sortie du tube 
multiplicateur RCA 5819 des impulsions de tension dont |’amplitude 
est proportionnelle a la quantité de lumiére émise. 

Un monocristal de CsI (sans activateur), produit dans la solution 
aqueuse saturée & température normale et de dimensions 
6x 6x 2 mm, est soumis 4 la radiation y de Cs1%” (0,66 MeV) et 
est en méme temps bombardé sur une de ses faces par les particules 
a de Po. (Schéma fig. 1). 

















Le cristal est en contact thermique avec un tube de cuivre plon- 
geant dans |’azote liquide. Les conditions de collection de la lumiére 
étant pratiquement les mémes pour les scintillations des « et des y, 
une comparaison quantitative des hauteurs d’impulsions est pos- 
sible; il est nécessaire toutefois d’admettre que le spectre d’émission 
de CsI est indépendant du type d’excitation de la luminescence (par 
les électrons ou par les particules «) ce qui est probablement lar- 
gement le cas. 

Les hauteurs d’impulsions par MeV fournissent une mesure du 
rendement luminescent de la composante «froide» utilisée. Les 
hauteurs H/E mesurées sont représentées sur la fig. 2 en fonction 
de l’inverse de la température; la valeur correspondant aux scintil- 
lations y & 77°K a été posée arbitrairement égale a 100. 

On peur considérer comme certain que la luminescence produite 
par les particules « ne commence a se manifester que pour des 
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températures inférieures a celle excitée par les y. A 77°K les parti- 
cules « du Po (5,3 MeV) produisent un effet qui n’est que le 85% 
de la valeur correspondant aux rayons y. 


100 


% 








10/T 
Fig. 2. 

Le CsI utilisé provient des British Drug Houses (BDH). Un test 
fait avec des cristaux de sodium Nal(Tl) préparés par Harshaw 
Chemical Company, Cleveland, Ohio USA., indique pour la radiation 
y un rendement luminescent environ deux fois plus faible que pour 
CsI (BDH) 

r 


0.5 








Fig. 3. 

En ce qui concerne la comparaison des excitations par « et par y 
il nous parait intéressant d’indiquer les résultats obtenus dans une 
mesure préliminaire et montrant que les temps de déclin de la 
luminescence pour les rayons y dans le domaine de température de 
100 & 250°K semblent étre systématiquement un peu plus long 
(environ 20%) que ceux correspondant aux particules « (fig. 3). 

Ces comportements différents du cristal pour les excitations par 
rayons y et par particules « sont intéressants du point de vue du 
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mécanisme de la luminescence. On pourrait étre tenté de les mettre 
en relation avec la densité d’ionisation plus grande sur les trajec- 
toires « et une éventuelle interaction intervenant dans ce cas entre 
centres luminescents excités, interaction tendant par exemple a 
favoriser la désexcitation par transitions non radiatives. Nous espé- 
rons que d’autres investigations projetées dans cet institut sur des 
substances telles que KI, NaI, CsBr contribueront 4 apporter une 
réponse a ces questions. 


3. Dépendance des hauteurs d’impulsions de l’énergie des rayons y. 


Il a été trouvé pour les cristaux de NalI(Tl) que les hauteurs 
d’impulsions des scintillations produites par les rayons y sont pro- 
portionnelles a 1’énergie des électrons photoélectriques ou Compton‘) 
Cette propriété est désirable pour un spectrométre a scintillations ; 
ce n’est pas cependant une condition indispensable. 

ENERGIE - a 
5 10 Mev 


T bd ” T 














0.5 
ENERGIE— 
Fig. 4. 

Comme la figure 4 le montre clairement, le cristal de CsI posséde 
également une telle proportionnalité dans le domaine étudié, de 
40 keV 4 1,8 MeV. Pour cette mesure on a repéré la position des 
maxima des pointes photoélectriques (photopeaks) de la radiation y 
de Cet4! (145 keV), de Cs137 (661 keV) et de Co®® (H = 1,25 MeV) 
ainsi que de la radiation X de Pr14! (36 et 41 keV), atome consécutif 
a la désintégration de Ce141, Ce repérage a été effectué au moyen 
d’un sélecteur d’impulsions 4 un canal, étalonné au moyen d’impul- 
sions artificielles d’amplitudes connues. Dans le méme diagramme 
est indiqué également le résultat obtenu précédemment pour les 
particules «; dans ce cas une déviation de la proportion nalité est 
nettement visible. La relation reste linéaire dans |’intervalle me- 
suré mais la droite prolongée coupe l’axe des énergies vers 1 MeV 
indiquant éventuellement |’existence d’un seuil de détectabilité. 
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4. Pouvoir de résolution en énergie d’un spectrométre utilisant 
CsI comme phosphore. 


Les conditions essentielles que doit remplir un cristal pour la 
mesure d’énergie des rayons y sont un rendement luminescent élevé, 
la transparence a la radiation de luminescence et un numéro ato- 
mique élevé de ses atomes constituants. A cété du cristal usuel de 
Nal(TI) le monocristal de CsI remplit ces conditions de facon satis- 
faisante. 

Pour la mesure d’énergie des rayons y on utilise la position du 
maximum de la raie photoélectrique (photopeak) ou de celle pro- 
venant de la création de paires. 

Cependant 4a ces deux types d’interaction se superpose |’effet 
Compton qui se manifeste sous forme de spectre continu dont la 
présence diminue la précision de mesure. Dans CsI, l’effet photo- 
électrique dépasse en intensité l’effet Compton jusqu’a 250 keV. Au- 
dessous de 100 keV il est plus de 10 fois supérieur 4 l’effet Compton. 
La création de paires domine a partir de 6 MeV. 

Le pouvoir de résolution en énergie réalisable avec CsI a été 
étudié au moyen du spectre d’impulsions de Ce!*!. La préparation 
de cerium émet une raie y de 145 keV ainsi que la radiation K du 
spectre de rayons X de Pr‘4!, comme conséquence des électrons de 
conversion interne. 

Le spectrométre a scintillations se compose d’un cristal de CsI 
refroidi, d’un photomultiplicateur RCA 5819, d’un amplificateur 
linéaire & contre-réaction et d’un analyseur d’impulsions a un canal. 
La face supérieure du cristal se trouve & 1 mm de la surface plane 
du bulbe du phototube (done sans contact optique). Le cristal est 
entouré d’un réflecteur d’aluminium poli (voir schéma figure 1). De 
plus la radiation y est focalisée par un canal de Pb de 20 mm de 
long, situé dans le tube de Cu et tombe sur la face inférieure du 
cristal. La photocathode ne doit pas étre refroidie au-dessous de 
150°K sans quoi elle perd sa haute sensibilité. La température la 
plus favorable pour la mesure de spectres est d’environ 100°K. Un 
refroidissement plus poussé peut faire apparaitre un élargissement 
de la raie photoélectrique. 


Comme le rendement luminescent varie peu avec la température 
dans ce domaine il n’est pas nécessaire de veiller & tenir la tempéra- 
ture spécialement constante. 


Le spectre d’impulsions de Ce!4! obtenu avec ce dispositif est 
représenté dans la figure 5. La largeur & mi-hauteur de la raie y de 
145 keV est de 11%. 
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La forme du spectre n’est pas corrigée pour le pouvoir de résolu- 
tion finie de l’analyseur. Cependant la largeur du canal est faible 
et un calcul basé sur l’hypothése d’une courbe de Gauss pour les 
maxima photoélectriques indique que l’aplatissement et |’élargis- 
sement de ceux-ci restent inférieurs & 1,5%. 


Jonansson‘) et Hearn’) utilisant des ae + a ae 
ont obtenu pour la méme raie y respectivement 22% et 14,5° 








La largeur mesurée pour la radiation X de Pr1*! est de 33%. 
Comme la pointe photoélectrique due aux rayons X comprend les 
radiations Ky et Kg, sa largeur de 33% est naturellement supérieure 
a la valeur 22% qu’on s’attendrait a obtenir sur la base de la raie y 
et d’une loi de variation en 1//H . Jouansson trouve 49% et Heatu 
39%. Pour toutes les trois mesures, le maximum du «photopeak» 
est plus prés de la raie Kg (KB, = 40,9 et KB, = 41,9 keV) que 
de la raie Ky (Ka, = 35,6 et Ka, = 36,1 keV). 


Il est peu probable que cette anomalie soit dure & une augmen- 
tation inattendue du rendement lumineux du cristal dans ce domaine 
d’énergie. Il est difficile d’autre part de l’expliquer par une atténua- 
tion de réponse du cristal pour les raies Kg, due 4 un effet d’aréte 
d’absorption K de l’iode ou du cesium: pour I, les radiations X — K 
de Pr'4! sont toutes au-dessus de l’aréte d’absorption et pour Cs, 
seule la raie Ka, est au-dessous. Une absorption dans la source ne 
semblant pas entrer en ligne de compte, la question reste ouverte 
en attendant une plus grande précision de la mesure des raies X. 
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5. Diseussion. 


Les mesures que nous avons effectuées jusqu’ici sur les propriétés 
luminescentes de CsI lors d’excitation par particules «?)%) et par 
radiations y donnent des résultats intéressants et montrent que 
l'utilisation de CsI dans un spectrométre a scintillations est possible. 

Les avantages et inconvénients les plus importants de CsI com- 
parés & Nal(Tl) sont les suivants: 

Avantages: 

1. Le rendement luminescent dans CsI est environ deux fois plus 
grand que dans Nal(TI). Au cas ot les conditions de collection de 
lumiére sont les mémes pour les deux cristaux, le résolution en 
énergie est donc plus grande d’un facteur ~/2 pour CsI que pour 
Nal. 

2. Au contraire de Nal(TI), CsI n’est pas hygroscopique. Il est 
possible par conséquent de faire des mesures d’énergie de particules 
lourdes chargées incidentes directement sur une surface cristalline 
parfaite et sans aucune protection contre l’humidité?)§). 

3. Dans CsI les deux constituants contribuent 4 l’effet photo- 
électrique tandis que dans Nal la contribution du sodium est négli- 
geable. Il en résulte que pour CsI le coefficient d’absorption par cm 
pour l’effet photoélectrique est d’environ 50% plus élevé. 

Désavantages : 

1. Le temps de déclin des scintillations dans CsI est environ 2 fois 
plus grand que dans Nal(TI). 

2. Il est nécessaire de refroidir le cristal de CsI jusqu’éa 100°K 
environ. Cette exigence complique quelque peu la technique de 
mesure. Cependant pour différentes applications il est indiqué de 
travailler de toute fagon & basse température pour réduire le bruit 
de fond thermique du phototube. 

Pour élucider le mécanisme de la luminescence, le comportement 
des hauteurs d’impuisions ainsi que du temps de déclin en fonction 
de la température est important. Les différences notées entre l’exci- 
tation par particules « et par rayons y (électrons) sont susceptibles 
de donner des indications sur la densité des centres luminescents et 
sur une interaction éventuelle entre centres excités ainsi que sur la 
mobilité électronique. Il est nécessaire cependant que le matériel 
expérimental soit d’abord augmenté. 

Pour les « de 5 MeV, les hauteurs d’impulsions mesurées sont de 
15% inférieures 4 celles des y de méme énergie. Le rendement absolu 
pour les « de Po que nous avons déterminé précédemment?), sur la 
base de données publiées par KaLuMann, étant de 35%, il en résulte 


* 
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un rendement luminescent absolu de 40% pour l’excitation par 
rayonnement y entre 0,04 et 1,8 MeV. Ce rendement peut paraitre 
exagéré. Pourtant la faible largeur 4 mi-hauteur de 11% obtenue 
pour la raie y de Ce?*1 semble bien confirmer une valeur aussi élevée : 
A partir de la largeur & mi-hauteur du «photopeak» on peut déduire 
le nombre moyen d’électrons libérés de la photocathode au cours 
d’une scintillation. L’étude du spectre d’impulsions a un électron 
pour le phototube utilisé?) permet d’estimer 4 40% l’élargissement 
additionnel di au processus de multiplication. Admettant d’autre 
part pour la collection des photoélectrons sur la premiére dynode 
une efficacité voisine de 100%, ce qui est raisonnable, on obtient 
pour une largeur de 11% le nombre de 6 photoélectrons environ par 
keV d’énergie y. Ce nombre n est lié au rendement luminescent 
absolu e; par la relation: n = e;(Hy)/(hv) C-S ot C est la propor- 
tion de photons émis atteignant la photocathode (coefficient de 
collection optique) et S la sensibilité de cette derniére pour la 
lumiére de fréquence ». 

D’aprés les prospectus RCA, S est d’environ 6% et, pour notre 
géométrie on peut estimer C & 60%. De plus h vy = 2,6 eV. Dans ces 
conditions, on obtient pour e, également une valeur de l’ordre de 
40%. 

Neuchatel, Institut de Physique de l'Université. 
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Die isotopen Verschiebungen im Spektrum des Argons 
von Horst Meyer?). 
20. X. 1953.) 


Die isotopen Verschiebungen im Emissionsspektrum AI und AIT von 36A, 384 
und 4°A werden an den getrennten Isotopen mit Hilfe von Pérot-Fabry-Etalons 
gemessen. Die Ergebnisse fiir das AI-Spektrum werden mit denjenigen von Kop- 
FERMANN verglichen. Die Verschiebungen im AII-Spektrum werden diskutiert. 
38A besitzt erwartungsgemass ebenso wie **A und 4°A kein magnetisches Kern- 
moment. 


Die isotopen Verschiebungen im Spektrum des Argons wurden 
erstmalig 1987 durch KopreRMANN und Krier gemessen?). Als 
Lichtquelle diente ein Geisslerréhrchen, das mit einem Gemisch 
gleicher Mengen *6A und 4°A bei einem Druck von einigen mm Hg 
gefiillt war und in fliissige Luft tauchte. Unter diesen Bedingungen 
wurde das «rote Spektrum» des Argons emittiert. Mit Hilfe eines 
Pérot-Fabry-Etalons von 40 mm Plattenabstand wurde die Iso- 
topenverschiebung zwischen **A und #°A im blauen und im ultra- 
roten Gebiet bestimmt. In vielen Fallen konnten die Komponenten 
der beiden Isotopen nicht scharf getrennt werden, wodurch eine 
Korrektur der gemessenen Resultate notwendig wurde. 

Seit einiger Zeit verfiigen wir tiber **A von tiber 99% Reinheit 
und tiber 90prozentiges *8A, welche in einer Trennrohranlage her- 
gestellt wurden*). Neben der Kontrolle der Resultate von Kopfer- 
mann, diesmal mit getrennten Isotopen, schien es uns besonders 
interessant, das Emissionsspektrum des seltenen *8A zu beobachten 
und Aussagen tiber eine eventuelle Hyperfeinstruktur zu machen. 
Man erwartet zwar erfahrungsgemiss bei keinem der drei Isotope 
ein magnetisches Kernmoment, doch ist dies fiir *8A noch nicht 
nachgepriift worden. Zur Messung benutzten wir die Isotope in fol- 
genden Reinheitsgraden: 

1. 4A: 99,6% (gew. Argon) 

S. *A: 00.5%, “A: 10%, *A: 05% 

8. 356A; 99,4% 


1) Jetzt im Clarendon Laboratory, Oxford. 
2) KoprFERMANN und Krieger: Ztschrift f. Physik 105, 389, 1937. 
3) K. Ciustus und E. Scoumacuer, Helv. Chim. Acta 36, 969 (1953). 
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Apparatur. 

Als Lichtquelle diente eine mit fliissigem Stickstoff gekiihlte Schiiler’sche Hohl- 
kathode, durch die das Isotopengemisch mit einer Hg-Dampfstrahl-Pumpe im 
Kreislauf strémte. Eine Gehlhoff’sche Kaliumzelle und zwei in fliissige Luft tau- 
chende Ausfriertaschen reinigten das Gas standig. Die Kathode selbst besteht aus 
Eisen, das man vor dem Zusammensetzen der Lichtquelle durch Erhitzen an der 
Luft blau anlaufen liess. Ein Neusilberrohr von 0,15 mm Wandstirke verbindet die 
Kathode und einen um den Schliff des Glasteils gelegten Wassermantel, so dass der 
Verbrauch an fl. N, nur 200 cm?’ pro Stunde betragt. Bei richtigem Betriebsdruck, 
schaitzungsweise 0,3 mm Hg, und bei einem Strom von ca. 10 mA, ist die Glimm- 
zone in der Kathodenbohrung rosa und hat einen Durchmesser von ca. 5 mm. Bei 
hdheren Strémen breitet sie sich aus und wird hellblau. Meist wird mit 15 mA gear- 
beitet. Auf diese Weise erhilt man immer ein Spektrum, das scharfe Argon- und 
trotz der Oxydation der Hohlkathode auch Eisenlinien aufweist. Letztere treten 
stark nur im griinen und blauen Gebiet auf und stéren die Auswertung der Argon- 
linien nicht. [hr Interferenzspektrum dient vielmehr zur Kontrolle, ob von einer 
Aufnahme zur anderen der optische Abstand der Etalonplatten sich nicht veran- 
dert hat. Bei dieser Entladungsart treten im blauen Gebiet intensive Linien auf, 
die zum gréssten Teil dem Ionenspektrum AIT angehéren. Ist eine Aufnahme fertig, 
und soll der Inhalt der Hohlkathode gewechselt werden, so wird zuerst das Argon 
an eine Kohlepipette zuriickadsorbiert und die Hohlkathode mit einer Mikroflamme 
gut ausgeheizt, bis die Apparatur entladefrei ist. 

Das Pérot-Fabry-Etalon befindet sich in einem luftdichten zylindrischen Kasten, 
der mit zwei Fenstern aus Spiegelglas versehen ist. Zwei Etalons stehen zur Ver- 
fiigung: Das erste hat einen wirksamen Plattendurchmesser von 17 mm und Invar- 
Distanzringe bis 42 mm. Es wurde uns freundlicherweise von Herrn Prof. Staus 
vom Physikalischen Institut Ziirich zur Verfiigung gestellt. Das zweite Etalon 
besitzt unter anderem Quarz-Distanzringe von 50 und 100mm. Herrn Prof. 
E. MrescHEeR vom Physikalischen Institut der Universitit Basel sei auch hier fiir 
die Ausleihung dieses Etalons herzlich gedankt. 

Bis zu den Plattenabstaénden von 50 mm wird das Interferometer mit Hilfe einer 
Cd-Lampe mit Rot-Filter einreguliert. Wahrend der Aufnahme wird alle 10 Min. 
kontrolliert, ob sich die Ringe verschoben haben, wozu nur zwei Spiegel in den 
Strahlengang zu schieben sind. Zur Einstellung des Etalons mit 100 mm Platten- 
abstand dient eine Krypton-Entladung in der Hohlkathode. Eine Kontrolle wah- 
rend der Aufnahme ist hier nicht méglich. 

Die Ringe werden auf dem Spalt des Spektrographen mit einem Zeiss-Achroma- 
ten von 500 mm Brennweite abgebildet. Der Spektrograph ist ein Halle 2-Prismen- 
apparat, mit Kollimator und Kameralinse von 500 mm Brennweite, dessen Disper- 
sion im Ultrarot gelegentlich zur Auswertung einiger nahe beieinander stehender 
Linien, z. B. 8425 und 8408 A, leider nicht ausreicht. 

Fiir das sichtbare Gebiet benutzen wir Gevaert Panchromosa »Microgran» und 
Agfa Isopan-Platten. Die Aufnahmedauer bei getrennten Isotopen betrug 25 Min. 
mit dem kleinen und 5 Min. mit dem grossen Etalon. Fiir das ultrarote Gebiet 
wurden Kodak I L-Platten benutzt, die vor der Aufnahme 1,5 Min. in einer Lésung 
von 6 cc. Ammoniak 21°, in 100 cc. Wasser bei 16° iibersensibilisiert und dann 
rasch getrocknet wurden. Die Dauer der Aufnahme bei getrennten Isotopen betrug 
hier beim kleinen Etalon ~ 35 Min., beim grossen ~ 8 Min. Die Photographien 
wurden meist in der Reihenfolge: #°A, °8A, 3A, 4°A gemacht. Durch Vergleich der 
beiden #°A-Aufnahmen hatte man eine Kontrolle, dass der optische Abstand der 
Etalonplatten wahrend des ganzen Versuches sich nicht geaéndert hatte. Es wurden 
nur Aufnahmen ausgewertet, bei denen die Verschiebung der Ringe bei den Kon- 
troll-Aufnahmen innerhalb der Fehlergrenze der Messung lag. 
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Interferenzspektren der getrennten Argonisotope. 
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Ergebnisse und Diskussion. 


Aus den Interferenzen (Fig. 1) geht deutlich hervor, dass keines 
der Isotope eine messbare Hyperfeinstruktur aufweist. Auf keiner 
der Aufnahmen mit den verschiedenen Plattenabstinden lisst sich 
eine anomale Linienverbreiterung feststellen, und die Photometrie- 
rung der Interferenzen ergab einen symmetrischen Abfall der Inten- 
sitatsmaxima. Das magnetische Kernmoment ist also wie erwartet 
bei allen 3 Argonisotopen unmessbar klein. Die Interferenzen des 
38A fallen bei allen beobachteten Linien ausnahmslos zwischen die 
von 4A und °6A, 


Die Frequenzverschiebung der Isotope einer Linie wurde wie 
iiblich nach einem quadratischen Schema berechnet'). Stets wurden 
die Durchmesser von mindestens 6 aufeinanderfolgenden Ordnungen 
ausgewertet. Um auch die kleinsten Verschiebungen mit ausrei- 
chender Genauigkeit zu berechnen, wurden die Aufnahmen im 
Ultrarot und im blauen Gebiet mit Plattenabstanden von 42, 50 
und 100 mm, bzw. 42 und 50 mm gemacht. Die in Tabelle 1 und 3 
angegebenen Resultate sind die Mittelwerte der mit den verschie- 
denen Etalonabstanden ausgefiihrten Messungen. Die Verschiebun- 
gen von ca. 15-10-* bis 100-10-* cm-! sind auf 3—6%, diejenigen 
von 10:10-3 bis 15-10-* cem-! auf 6—10%, diejenigen von 7: 10-3 
bis 10 - 10-* cm~? auf 10—15% genau. 

Eine Korrektur muss noch bei der Linienverschiebung des *8A 
gegeniiber **A gemacht werden. Da *8A nur mit einer Reinheit von 
90° vorhanden ist, verschiebt die schwache Komponente des *°A 
den Schwerpunkt der Linie des *8A um einen kleinen Betrag in die 
Richtung héherer Frequenzen. Es wird eine Dopplerverteilung der 
Linienintensitaét der Form 


v—v, \2 


E=E, Pig ° b= |/ — ‘ em-! (1) 
(M Atommasse ~ 39; R Gaskonstante; c Lichtgeschwindigkeit) 


fiir eine Linie der Frequenz v9 bei der Temperatur T = 200° abs. 
angenommen. Das ist die Temperatur, die schitzungsweise in einem 
mit fl. Luft gekiihlten Geisslerréhrchen bei seiner Entladung 
herrscht?), Es sei hier nur bemerkt, dass die Wahl der Temperatur 


1) Kine sehr klare Beschreibung dieser Methode mit Beispielen findet sich in dem 
Artikel von K. W. Meissner: High Resolution Spectroscopy I. J. Opt. Soc. Am. 31, 
405 (1941); ebenso in: High Resolution Spectroscopy, von S. ToLansky. Methuen 
1947. 

2) KOPFERMANN und Krier, loc. cit. 
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Linie 


8521 
8264 
8119 
8006 
7635 
7628 
7383 
7272 
7147 
6965 
5915 
4510 
4300 
4259 
4190 





Ubergang 
1 8-2 py 
1 8,—2 po 
2p,-4d," 
1s,-2 p, 
1 8,—2 ps 
2p.—48,"" 
1 84-2 ps 
1 84-2 py 
1s;—2 p, 
1 8;—2 p, 
2p,—5d, 
1 8.—3 ps 
13,—3 p, 


1 s8,—3 p, 
1s,—3 pg 
18,—3 pg 


(49 — 36) * 10° (Y%g9- 
in em~! in ¢ 
diese Arbeit Koprt 


31 
31,5 
9,5 
19,5 y 
16,5 
16,5 


20,5 ; 
18,5 
16,5 
21,5 
48,0 - 
37,5 
47,0 
31,0 














Tabelle 1. 


im roten Argonspektrum (A I). 





’49 — Vag) * 10° 
in em~! 
COPFERMANN 


(M3 — Ygg) * 10% 
in em—! 
beobachtet 


18,3 
6,0 
11,2 
9,8 
9,8 


12,0 
10,8 
9,7 
12,0 
26,7 
20 
25,5 


17,1 


ial ar 

(3g — 36) * 10 
in em7} 
korrigiert 


16,5 
17 
10,5 

9 

9 
11 
11 
10 

9 
11,5 
25 
18,5 
24 
16,5 


Beobachtetes 
Verhaltnis 


1,88 
1,86 
1,73 
1,86 
1,84 
1,84 
Ltd 
1,87 
1,85 
1,89 
1,86 
1,92 
2,05 
1,96 
1,88 
1,86 
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Tabelle 2. 


Ermittlung der spez. Verschiebung im r 

























Term 


1 8, 
ls, 
1s, 


2 De 
2 Ps 
2 Py 
2 Pp, 
2 Dg 
3 Py 
3 De 
3 Ds 
3 De 
3 Dg 


4 d," 


5 de 





wn 
48, 


Energie 
in em7! 


31 712 
33 361 
33 968 


19 615 
19 822 
19 980 
21 024 
21 494 


8 240 
8 652 
9 548 
9 927 
10112 
7 666 


6 510 
4 507 


- 
| 


| 
| (Ts9— T'3¢) * 108 | (T'gq-7'3¢)" 10% 2) | Spez. Vers 





theoretisch beobachtet =| (Z'y9— 736) 
in em} in em7} in em- 
48 61 13 
50,5 53 ) a 

51,5 48 J 
30 31,5 
30 33,5 
30,5 29,5 ~0 
32 33,5 
32,5 31,5 
12,5 12,5 
13 13 | 
14,5 14,5 =0 
15 15 
15,5 15,5 
11,5 20 
10 15 
7 10 








1) Beobachtet auf Grund der Normierung. 





2. 


9T8 


im roten Argonspektrum (A I). 





. Versch. 
- T4_) - 10° 
.emo! 

13 


~0 







(Z'3g— T'36) * 10? | (Z'3g—T'36) - 10° 4) 


(733 — T'35) - 10° 


i) 


nw bd wo 
aos = 


or or 
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Tabe 


Isotopeneffekte im blau: 



















Linie 


4131,7A 
4589,9 
4609,6 


4545,1 








Ubergang 


38? 3p! (1D) 48 2Ds,.—38? 3p! (1D) 4p ?Py)> 
38? 3p4 (1D) 48 2D5;.— 38? 3p! (1D) 4p 2F5)5 
38? 3p! (1D) 48 2D;).— 382 3p! (1D) 4p 2F 5 


38? 3p! (®P) 48 2P3/.— 38? 3p! (?P) 4p 2Po3o 
38? 3p! (§P) 48 2P,/.— 38? 3p4 (°P) 4p 781)5 
38? 3p? (®P) 48 2P3,.—38? 3p4(3P) 4p ?Pi/. 
38? 3 pt (3P) 48 2P3).— 38? 3p4 (3P) 4p 2Dz,o 
38? 3p4 (3P) 48s 2? P,,,—38? 3.p4 (3P) 4p 2Po3)o 


38? 3p4 (®P) 48 2P.).—38? 3p! (°P) 4p 2D5,5 











Tabelle 3. 
blauen Argonspektrum (A II). 





(%49— ¥ 6) * 10° 
beobachtet 
und abgerundet 
in em=} 





(3g — Y36) * 10* 
beobachtet 
in em7} 


(¥33— Vg) * 10° 
korrigiert 
und abgerundet 
in em7! 
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nicht kritisch ist, da die Korrektur, wie in Tabelle 1 und 8 ersicht- 
lich, doch nur sehr gering ist. Neben der Dopplerverbreiterung 
wurde noch die Linienverbreiterung durch das Etalon beriicksich- 
tigt. Die Apparatbreite !) wurde im roten und im blauen Gebiet ent- 
sprechend einem Reflexionsvermégen von 85 bzw. 80% angenom- 
men. Die Resultante der Komponente des 90% *8A und des 10% 
40A , letztere um den gemessenen Betrag verschoben, wird graphisch 
aufgetragen. Der Unterschied zwischen dem Schwerpunkt der 
reinen 8A Linie und der Resultante der beiden Komponenten bildet 
die Korrektur. 


Die Verschiebung der Terme durch Massenunterschied (einfache 
Mitbewegung des Kernes beim Elektronensprung) ist gegeben 
durch: 

1 ™ mm aad /) 
zs i i,= MM, (M, — M,) (| cm 1 (2) 


(7 Energie des Termes; m Elektronenmasse) 


« Hinzu kommt als ,spezifischer Effekt‘ eine Termverschiebung, die 
von Phasenbeziehungen zwischen den umlaufenden Elektronen auf 
Grund quantenmechanischer Austauschentartung verursacht wird 
und sowohl positiv wie negativ sein kann »2)%). 

KoprerRMANN und KriGer zeigten, dass die Bohrsche Isotopie- 
verschiebung 


Va _ i ie = 


(M,—M,)> (3) 


™ 
M,M, 


(y Frequenz des Uberganges) 


die Erklarung der einzelnen Uberginge beim neutralen Atom, mit 
Ausnahme der zum 1 s, Term fiihrenden, innerhalb der angegebenen 
Grenzen liefert. Sie berechneten weiter die Termverschiebung nach 
Forme] (2) und nahmen an, dass fiir die 3 p-Terme die Bohrsche Mit- 
bewegung zur Erklarung der Isotopieverschiebung geniigt, dass also 
der spezifische Effekt hier keinen messbaren Beitrag liefert. Daher 
wurden die anderen Termverschiebungen aus den Messungen abge- 
leitet. Bei dieser Normierung stellten sie fest, dass der spezifische 
Effekt fiir die 2 p-Terme, ebenso fiir 1 s;, 1 s,, 1 s, unmessbar klein 
ist. Dem 1 s,-Term musste dagegen ein Wert des spezifischen Ef- 
fektes von 6 T4953, = + 18-10-*cm-! zugeschrieben werden. In 
unserer Arbeit wurden die spezifischen Verschiebungen 6 T'g9_3, und 

1) KopFERMANN, Kernmomente, Springer 1940. 

2) KOPFERMANN und Kri@es, loc cit. 

3) Hueues und Ecxart, Phys. Rev. 36, 694 (1930). 
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OT 33-36 aus zum Teil anderen Ubergingen als bei KoprERMANN er- 
mittelt. Wir finden in Ubereinstimmung mit KoprerMANN 


OT 49-36 = + 13-10-% em-! 
und weiter 
6T'sg_36 = + 6,5- 10-3 cm-}. 

Das theoretische Verhaltnis @ der Isotopieverschiebungen bei 
den Ubergiingen, die nicht zum 1 s,-Term fiihren und daher keinen 
spez. Effekt zeigen sollten, ist 

p= 40-90 38-96 yg 

: 38 — 36 40 - 36 ; 
Fiir die zum 1 s,-Term fiihrenden Ubergiinge hat man theoretisch 
ein Verhaltnis zwischen 1,9 und 2. Diese Verhiltnisse sind im allge- 
meinen bei den beobachteten Verschiebungen hinreichend besti- 
tigt. 

Beim Ausrechnen der Verschiebungen 67' auf Grund der angegebenen Normie- 
rung der 3 p-Terme fallt es auf, das bei den 4d,”- und 438,””- und 5d,-Termen 
OT theor, UNd ST peop, Schlechter iibereinstimmen, als es der Fall sein sollte. Der 
Grund dieser Diskrepanz ist noch nicht geklart. 


Die Ubergiinge des ionisierten Atoms A II zeigen bei manchen 
Linien eine starke positive Verschiebung, bei zwei gemessenen 
Linien jedoch eine negative. Es ist hier nicht méglich, die spezi- 
fische Isotopieverschiebung der Terme auf dieselbe Weise wie fiir 
das neutrale Atom zu ermitteln. Ein Vergleich mit dem Atom- 
spektrum der Chlor-Isotope *°Cl und *’Cl ist auch nicht durchfiihr- 
bar, da man noch nicht die Hyperfeinstruktur dieser Isotope op- 
tisch untersucht zu haben scheint. 

Die beobachteten Verschiebungen der A II-Linien kénnen in zwei 
Gruppen eingeteilt werden. Eine Gruppe zeigt Verschiebungen von 
etwa 100 - 10-* cm-}, die andere viel kleinere Verschiebungen, zwi- 
schen + 18 - 10-* und — 13 - 10-* cm-!. Es scheint, dass die ersteren 
von Termen herriihren, die auf dem Zustand 3 s*3 p* (*P), die 
zweiten von Termen, die auf dem Zustand 3 s? 3 p* (1D) aufgebaut 
sind. Da diese beiden Terme dieselbe Konfiguration haben, kann 
kein merklicher Unterschied im Volumeneffekt vorliegen. Da ausser- 
dem die Wellenlaingen der Linien sehr ahnlich sind, wiirde der nor- 
male Masseneffekt fast gleich sein. Man kann somit schliessen, dass 
der spezifische Masseneffekt fiir diese unterschiedliche Verschiebung 
verantwortlich gemacht werden muss. Da weiter innerhalb der 
ersten Gruppe von Ubergiingen die Verschiebungen praktisch die- 
selben sind, trotz des Unterschieds in den oberen Zustanden, ist es 
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wahrscheinlich, dass die spezifische Verschiebung ausschliesslich in 
den unteren Termen der Uberginge liegt. Deshalb kann der Unter- 
schied in der Frequenzverschiebung zwischen den beiden Gruppen 
(etwa 100 - 10-* cm~') niherungsweise dem Unterschied in den spe- 
zifischen Verschiebungen zwischen den Termen 3 s? 3 p4 (P) 4.s 2D 
und 3s? 3 p* (1D) 4s 2D gleichgesetzt werden. Der Unterschied 
zwischen den Linien in der zweiten Gruppe ist wahrscheinlich einer 
Stérung, die einen der 2 Ds). 5.oTerme, aber nicht die anderen be- 
einflusst, zuzuschreiben. Die Stérung kénnte durch den Term 
3.823 p4(°P)3 d?F;., der nur 1306 cm~! iiber 3 s?3 p4 (1D) 4 s? D;,5 
hegt, verursacht sein. 


Herrn Prof. Cuustus, der mir die Anregung zu dieser Arbeit gab, 
sei hier aufs herzlichste fiir sein Interesse gedankt, ebenso Herrn 
Dr. ScuumacueEr fiir die Uberlassung der Gasproben. Die Bemer- 
kungen tiber das AII-Spektrum verdanke ich der grossen Liebens- 
wiirdigkeit von Herrn Dr. H. Kunn und Herrn W. R. HinpMarsu 
im Clarendon Laboratory, Oxford. 


Physikalisch-Chemisches Institut der Universitat Ziirich 


Institut de Physique de l'Université de Genéve. 





Die Hyperfeinstrukturanomalie des Silbers 
von E. Brun und H.H. Staub, Physikalisches Institut der Universitat Ziirich. 
(12. X. 1953.) 


Summary: The recent very accurate measurements of the hyperfinestructure 
splitting and the nuclear magnetic moments of the two stable silver isotopes 107 
and 109 give a value of the H. F. 8S. anomaly of 0,413%. Calculations of this 
anomaly are made on the basis of various nuclear models. It is found that the two 
single particle models of Bloch, de Shalit and Miyazawa and of Davidson lead to 
the best agreement viz 0.41 and 0.44% resp. 


I. KopreERMANN!) und Birrer?) haben darauf hingewiesen, dass 
die durch das magnetische Kernmoment verursachte Hyperfein- 
strukturaufspaltung Abweichungen von der bekannten Goudsmit- 
Fermi-Segré-Beziehung zeigen sollte, die eine Folge der endlichen 
Kerngrésse bzw. der raumlichen Verteilung des Kernmagnetismus 
iiber das Kernvolumen sind. Fiir einen punktférmigen Kern in 
einem Atom, dessen totaler Hiillendrehimpuls J = 1/2 ist, betragt 
die Spaltung der beiden H.F.S.-Terme nach Goupsmit-FERMI- 
SEGRE: 


hAv 7 sane g,(21+1)|y(0)|?. (1) 


Hierin bedeuten “) das Bohrsche Magneton, g, der Kern-g-Faktor, 
I der Kerndrehimpuls und | y (0) |? die Wahrscheinlichkeitsdichte 
der Hiillenelektronen am Kernort. 

Ist nun der Kernmagnetismus iiber das endliche Kernvolumen 
verteilt, so ist die tatsaichliche Aufspaltung : 


ly =Avy(1 +e). 


Fiir « geben A. Bonr und Wetsskopr’) und A. Bonr?) die Bezie- 
hung: a 

- R? $e! , 

b(Z, Ro) - “4 {(1 + 0,38 C) a, + 0,62 a, }. 2) 


tF 
Hier bedeutet b eine Grésse, die von der Konfiguration der Hiillen- 
elektronen und dem Kernradius R, abhingt. R? ist der mittlere 
quadratische Abstand der magnetischen Kernmomentverteilung 
vom Kernzentrum. «, und «, sind die Bruchteile des magnetischen 
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Kernmoments, die vom Spin, bzw. Bahndrehimpuls erzeugt werden. 
¢ ist eine Konstante die vom verwendeten Kernmodell abhingt. Ist 
also der g-Faktor des Kerns bekannt, so kénnen im Prinzip aus der 
H.F.S.-Aufspaltung Aussagen iiber die Verteilung der das Moment 
erzeugenden Nukleonen im Kern gemacht werden. Dies wird beson- 
ders einfach, wenn man zwei, beispielsweise sich um zwei Neutronen 
unterscheidende Isotopen betrachtet. Die Differenz der H. F.8.-Ab- 
weichungen haingt dann nicht mehr kritisch von einer genauen 
Kenntnis der fiir beide Isotopen gleichen Elektronenverteilung ab. 
Es ist vielmehr 

Ay, a Avo 1l+e _ 


97 21,+1 


(1+ A)- 


Av, Army 1+8 9; 2%%+1° 


wobei 1 +A = (1 + «,)/(1 + &) = 1+ (€; —&q) ist. A ergibt sich 
also einfach aus der Kenntnis des Verhialtnisses der g-Faktoren, also 
der Kernmomente und des Verhiiltnisses der H. F. S.-Aufspaltungen 
der beiden Isotope. In dieser Weise sind bisher die drei Kaliumiso- 
tope Kg», Kyy, Ky, und die beiden Rubidiumisotope Rbg; und Rbg, 
untersucht worden. Bei den K-Isotopen haben Ersincer, BEDERSON 
und Frxip?) aus den nach der Atomstrahlmethode gemessenen 
H.¥F.8-Aufspa]l+ungen und g-Faktoren die relative H. F.S.-Anomalie 
bestimmt und sie mit den nach Bonr und Wetsskopr bzw. Bour 
berechneten Werten fiir verschiedene Kernmodelle verglichen. Ihre 
Resultate zeigen die beste Ubereinstimmung mit dem Experiment, 
wenn das von A. Bour vorgeschlagene Einteilchenmodell mit asym- 
metrischem Rumpf und intermediaére Koppelung zugrunde gelegt 
wird. Beim Rubidium dagegen ergibt das Einteilchen-Modell nach 
Biocu®), pe Sarit?) und Mryazawa§) oder nach Davipson?) die 
beste Ubereinstimmung. 


II. Kiirzlich sind fiir die beiden stabilen Silberisotope ,,Ag?? 
und 4,Ag?°? mit Hilfe einer neuen Nachweismethode (Nachionisa- 
tion) die H.F.S.-Aufspaltungen des Grundterms ?S,,. im Atom- 
strahlexperiment von WesseL und Lew?) gemessen worden: 


Avy) = 1976,94 + 0,04 MH 
Avon = 1712,56 + 0,04 MH. 


Vor einiger Zeit gelang es Brun, Osrr, Staus und Tritscnow!?}), 
die exakten Werte der magnetischen Momente, die bisher nur nihe- 
rungsweise aus der optischen H.F.S.-Aufspaltung bekannt waren, 
mit der Kerninduktionstechnik zu messen: 


Ir109 = 2+ Myog = —0,259848 + 0,000008 
9107 = 2* ior = —0,226028 + 0,000008. 
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Damit stehen sehr genaue Werte zur Verfiigung, die aihnlich wie 
beim Kalium einen Vergleich mit der fiir verschiedene Modelle be- 
rechenbaren H.F.S.-Anomalie erlauben. Es ist also: 


A r499 _ 91107 = (0,413 + 0,006) %. 


1407 97 109 


Der Spin beider Silberisotope ist 1/2. Vorzeichen und Grésse der 
magnetischen Momente zeigen, dass es sich im Sinne des Einteilchen- 
modells um Kerne vom Typus I = L — 1/2, also um P,;9-Zustiinde 
handelt. Das Schalenmodell ergibt fiir das ungerade Proton einen 
3 p1/9-Zustand. 

Wir haben die Berechnung der H. F.S.-Anomalie fiir verschiedene 
Modelle durchgefiihrt und fiir die in (2) vorkommenden Gréssen die 
folgenden Werte zugrundegelegt : 


1. Uniformes Modell. Das magnetische Moment wird von Pro- 
tonen erzeugt, die tiber das Kernvolumen gleichmissig verteilt sind 
und fiir die g, = 2 up, der g-Faktor des freien Protons und g; = 1 
gesetzt wird. Damit ist 
R m 3 97-9, 


=0,60; f= 


a, = |—a,. 
R? L s 
5 


Hieraus ergibt sich 


A = E199 — £497 = 0,16%. 


2. Bei dem kollektiven MARGENAU-WIGNER?*)-Modell wird ange- 
nommen, dass sich fiir Z ungerade alle Protonen am magnetischen 
Moment beteiligen und zwar mit g,=2 up, g, = Z/A = 0,44 und 
somit 

z =0,6; £=0, 4=0,08%. 

3. Eine bessere Ubereinstimmung ist zu erwarten, wenn der 
Berechnung ein wirkliches Einteilchenmodell, z. B. vom Scumipt- 
Typus?!%), zugrunde gelegt wird. Unter der Annahme, dass sich das 
8 p-Leuchtproton in einem rechteckigen Potentialtopf der Tiefe V, 
bewegt, lasst sich R?/R? leicht berechnen. V, ergibt sich aus der 
Bindungsenergie des Protons und dem Werte von Ry. Die Bindungs- 
energie findet man am besten aus der empirischen Massenrelation, 
die fiir die experimentell leicht kontrollierbaren Bindungsenergien 
ungerader Neutronen die richtigen Werte ergibt. Fiir Ry wurde die 
Beziehung R, = 1,42 A*/*x10-13 em beniitzt. Die Bindungs- 
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energie berechnet sich zu 5,8 fiir Agyo7, baw. 6,6 MeV fiir Agyog. Fiir 
die Tiefe des Potentialtopfes erhaélt man den plausiblen Wert von 
46.9 MeV. Wie Bour betont, muss bei der Berechnung fiir R? 
im Falle eines Protons die effektive Potentialtopftiefe, d. h. Vy 
vergréssert um die Coulombenergie V, = Ze?/R, = 10,0 MeV oder 
eine effektive mittlere Bindungsenergie fiir beide Isotopen von 
16,2 MeV beniitzt werden. Damit ergibt sich 


R — 0,477 . 


Fiir J = L —1/2=1/2 wird nach Bour¢ = 2; g, =2up; g, = 1 
A = 0,88 %. 


4. Das strenge Einteilchenmodell ergibt fiir beide Isotopen das- 
selbe magnetische Moment. Die tatsachlichen Abweichungen sind 
durch verschiedene Annahmen zu erkliren versucht worden. BLocu®), 
pE SHauit?) und Mryazawa§) nehmen an, dass ein striktes Einteil- 
chenmodell vorliegt, dass aber das magnetische Moment Meg des 
gebundenen Teilchens absolut kleiner sei, als dasjenige des freien 
Teilchens. Die Grésse von peg ergibt sich aus der Abweichung der 
empirischen Werte von u vom Schmidt-Wert. 


A109: Mere = 2,38898 A107: Mere = 2.3390 


2 Is eff I~ 1 


91 Isetr—1 ; 


R? 
0 


A=0,A1% . 


5. Davipson®) nimmt an, dass die Abweichungen der beobachte- 
ten magnetischen Momente vom Schmidt-Wert durch eine Mi- 
schung von Zustinden mit gleichem totalem Drehimpuls J = L +1/2 
und J = L— 1/2 entstehen. Der eine dieser Zustiande besteht aus einer 
strikten Einteilchenwellenfunktion, wihrend der andere durch eine 
Mehrteilchenfunktion reprasentiert wird, da ja die zwei Einteilchen- 
funktionen J = L + 1/2 und I = L — 1/2 entgegengesetzte Paritit 
haben wiirden. Fiir den zweiten Zustand eignet sich das Margenau- 
Wigner’sche??) kollektive Modell. Fiir die Wellenfunktion setzt man 
an: 

y= Oy; p-1)2 + yl — a? + wr 141/2 


_— 2 
97 = 974-1) sen t+ (1 — 4") 97 -141/2 Mw 


wobei gg, Und gyw die Schmidt’schen, bzw. Margenau-Wigner- 
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schen g-Faktoren fiir den betreffenden Drehimpuls J = L 
sind. Fiir unseren Fall ergibt sich: 

9 1-1/2 Sch * 0,52846;  g7, 1/2MW ~ 2 Mp 

Ging = 0,9561 3 Gio = 0,9505. 
Die H.F.S.-Anomalie ist bei diesem Modell 


b! = a?[(1 + 0,38 2) «, so, + 0,62 « 
0 


L Sch) 


| R 


+ 0,6 (1—a?) [2 ew + 0,62 2, sew} 


Fiir den Schmidt-Anteil ist 


R? Clon’ te 
R2 = 406: C=2; Is sen = 2 Mp 
0 
2p Irsen~ 1 


a 
9, 2Hp-l 


s Sch — = + 7,165 fiir Agi09 


baw. + 8,237 fiir Agyo,; 


i _ IT 8eh 
L Sch ~— ~ “s Sch * 
97 


Fiir den M.W.-Anteil ist wegen der Kollektivitit des Modells 


R? os Z 
Re = 9:6; =0; Yimw= > Ismw=2 Up 


0 


9 
“Ep Irmw~ I~mMw rae 
ts uw = ———_—— = — 21,495 fiir Agies 
9, 2up-I_mMw 


bzw. —— 24,711 fiir Ag 107 


_ 9IlmMw . 
SoMw > 9 — %ouw- 
9] 


Damit ergibt sich 
E109 = —3,6967% ex, = —4,1889% 
| = 0,44%. 


6. Das Modell von A. Bohr'4). Um die grossen Quadrupolmomente 
der Kerne zu erklairen, hat A. Bonr ein Modell vorgeschlagen, das 
zwar die wesentlichen Ziige des Einteilchenmodells beibehalt, aber 
dazu annimmt, dass der Rumpf asymmetrisch sei und Rotations- 
und Vibrationszustinde besitze, die ihnlich denjenigen eines zwei- 
atomigen Molekiils sind. Je nach der Form der Koppelung des 


* 
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Leuchtnukleons mit dem Rumpf erhalt man resultierende magne- 
tische Momente, die mehr oder weniger von den Schmidtschen 
Werten abweichen. Fiir den Fall des Silbers kommt wie bei Kalium 
39 und 41 die intermediaire Koppelung zwischen den Bohrschen 
Extremfillen B, und B, in Frage, die es erméglicht, die beobach- 
teten Werte der Momente zu erklairen. In der Bohrschen Bezeich- 
nungsweise haben wir fiir diesen Fall: [o = die Komponente des 
Leuchtnukleonspins in der Richtung der Kernachse]| 


(+1) 9,-9p-19, 
95-91, 7 


oO 


wobel: gp = Z/A = g-Faktor der Rumpfrotation ist. Aus o erhilt 
man das Mischungsverhiltnis 6? der beiden Koppelungsformen. Es 
ist ferner: 

O”9s . 1 


~ oa oe 


8 


Fir ¢ gibt Bonr den Ausdruck 


. 1 1 ——- ie ra 
C= -gerya) pa {82 1+1)—66 y2T+1+5-21} 


fiir die gemischte Koppelung fiir J = L — 1/2. Fiir e gilt dann wie- 
derum Beziehung (2). Damit erhalt man im Falle des Silbers 


gu ~1 gs = 2 mp — 5,58536 
Agios: 9x = 0,426; o ——-0,287; a,=4,1119; B~ —1,922; ¢ =1,028 
Agio7? r= 0,484; 6 -—0,278; «,=4,5737; B- —1,870; £=1,076 


wobei wegen der antiparallelen Stellung von / und s das negative 
Vorzeichen von # zu nehmen ist. Damit ergibt sich 


A E199 — €197 = 9,21 %. 
III. Die Resultate fiir alle Modelle sowie der beobachtete Wert 
sind in Tabelle 1 zusammengestellt. 


Tabelle 1. 





Einteil- | Einteil- Kinteil-_ Intermed. 
chenn. | chenn.  chenn. reek 
Schmidt} Bloch Davidson Bohr 


| Uni- Margenau 


Modell Exp. | 
“a *P- | form Wigner 


0,16% 0,08%, 0,38% 0,41% 0.44% 0,21% 
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Es zeigt sich also, dass die beiden strikten Einteilchenmodelle 
nach Scumipt und Bioc# et al., sowie das gemischte Modell nach 
Davipson, den experimentellen Wert sehr gut wiedergeben. Da- 
gegen ergibt das Bohrsche Modell mit intermediirer Koppelung 
einen zu kleinen Wert. Bei Silber hegt also eine ahnliche Situation 
vor wie bei Rubidium$)*). Dort ergeben ebenfalls das Blochsche, 
bzw. das Davidsonsche Modell, ausgezeichnete Ubereinstimmung 
mit dem Experiment, waihrend das Bohr’sche Modell zu einem etwas 
zu kleinen Wert fiihrt. Bei Kz, und K,, dagegen ergeben die zwei 
erstgenannten Modelle wesentlich zu grosse Werte, wahrend das 
Bohrsche Modell mit intermediarer Koppelung sehr gute Uber- 
einstimmung zeigt. Der Grund liegt méglicherweise in der Tatsache, 
dass bei K die Zahl der Protonen gerade um eins kleiner ist, als der 
abgeschlossenen Schale 20 entspricht, und die Neutronenzahl bei 
Ky, genau magisch, bei K,, magisch + 2 ist. Bei Rubidium ist die 
Zahl der Protonen 37 und damit sehr weit von einer abgeschlossenen 
Schale (28 bzw. 50) entfernt, wihrend die Neutronenzahlen (50 bzw. 
48) sehr nahe bei der magischen Zahl 50 liegen. Bei Silber schliesslich 
ist die Situation insofern extrem, als sowohl die Protonenzahl 47 
wie die Neutronenzahl 60 und 62 ziemlich weit von den Werten ab- 
geschlossener Schalen liegen. 
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